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C h a p i t r e 



]\Iecanique 
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l’experience montre qu’ils posent souvent des problemes aux etudiants. Elies doivent 
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avec precision avant d’aborder les exercices et problemes qui en permettront 
l’assimilation. 

Les exercices et problemes ont ete selectionnes de maniere a constituer un ensemble 
pedagogiquement coherent : ils recouvrent une tres large partie du contenu du pro- 
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foi+is 

M 1 . DYNAMIQUE DU POINT MATERIEL 

1.1. Grandeurs cinetiques fondamentales 

Pour un point materiel M, de masse m, anime dune 
vitesse v par rapport a un referentiel R donne, on 

definit les grandeurs cinetiques suivantes : 

* Quantite de mouvement : 

p = m~v 




* Moment cinetique en un point A : 




(moment en A de la quantite de mouvement). 
* Energie cinetique : 



i 2 

E c = —mv 



1.2. Principe de l'inertie ; referentiels galileens 
(l re loi de Newton) 

Principe : II existe des referentiels privilegies, appeles galileens, dans lesquels la quantite de 
mouvement d'une particule isolee est constante (cela correspond soit au repos, soit au mouvement 
rectiligne uniforme). 

Cette loi fait des droites des objets cinema- 
tiques privilegies. Ce sont aussi des objets 
geometriques privilegies (dans un espace 
euclidien). 

Les referentiels galileens sont en transla- 
tion rectiligne uniforme les uns par rap- 
port aux autres. L’operateur qui permet 
de passer d’un referentiel a un autre est 
la transformation de Galilee G(V). Elle 
contient l’homogeneite et l’isotropie de 
l’espace ainsi que l’uniformite du temps. La vitesse de propagation de l’information 
est supposee infinie. Dans l’hypothese oil R2 est en translation rectiligne uniforme de 
vitesse V par rapport a Ri, dans la direction parallele a Ox (Fig. ci-dessus), la relation 
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entre les deux referentiels s’ecrit (dans les reperes definis par les origines Oi, O2 et les 
trois axes de directions fixes associes) : 



/ *A 




/1 0 0 v\ 




( x 2 \ 


y 1 




0100 




yi 


Zl 




0010 




Z 2 


V 1 / 




^0 0 0 \ ) 




V 2 / 



Matriciellement, cette relation s’ecrit : 

[Xi] = 



G(F) 



[X 2 ] 



II est facile de montrer que l’ensemble 
structure de groupe : 



{ } 



des transformations de Galilee a une 



G{ V) 



G(V') 



G(V') 



ou 



V" = V + V' 



Les lois de la mecanique classique sont invariantes dans les transformations du groupe 
de Galilee. 



1.3. Principe fondamental de la dynamique. Referentiels 
galileens (2‘‘ loi de Newton) 



Principe : Dans un referentiel galileen, laderiveede laquantitede mouvementd'un point materiel 
par rapport au temps est egale a la somme des forces qu'il subit. 




Dans un autre referentiel galileen, le principe fondamental applique a ce point s’ecrit 
exactement de la meme faqon, puisque deux referentiels galileens ne sont pas acceleres 
l’un par rapport a l’autre. 

Dans le cas ou la masse du point est constante, ce principe s’ecrit m~a ' = £/ 

1.4. Principe des actions reciproques (3 C loi de Newton) 

Principe : Si un point materiel 1 exerce sur un point materiel 2 une force Fi_ 2 , alors le point 
materiel 2 exerce sur 1 une force opposee F 2-.1 = —Fi ^2 

Cette loi suppose une transmission instantanee de l’information. Ainsi, le principe des 
actions reciproques n’est-il plus valable dans le cadre de la theorie de la relativite restreinte. 
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1.5. Principe fondamental de la dynamique. Cas des referentiels 
non galileens 



• R2 est en translation par rapport a Ri 

(translation non rectiligne uniforme). 

Principe : Le principe fondamental de la 
dynamique dans R2 non galileen s'ecrit : 

fie( A/l) est la force d'inertie d’entrainement du 
point A/l due a I'acceleration de R2 par rapport 
a R-] galileen. 




Dans le cas dune translation, I’acceleration d’entrainement du point M ne depend ni de 
sa position par rapport a R2 ni de sa vitesse par rapport a R2 et on a : 



fi e (M) = —nia^QA) = —m~a{ R2/R1) 






ou a (R2/R1) est I’acceleration de R2 dans sa translation par rapport a Rj. 



• R2 est en rotation autour d’un axe par rap- 
port a Ri 

Principe : Le principe fondamental de la dyna- 
mique dans R2 non galileen s’ecrit : 

(^r) = 5]7 + ^(M) + £(AA) 

ou f/ e ( A/I) est la force d'inertie d'entrainement du 
point A/l due a la rotation de R 2 par rapport a R-i 
galileen et f, c (AA) la force d'inertie de Coriolis du 
point A/l. 




L’ acceleration d’entrainement du point M 
comporte deux termes dependant de la posi- 
tion de M dans R2. L’un d’entre eux est la cause de la celebre force d’inertie centrifuge, 
l’autre n’intervient que sila rotation de R2 par rapport a Ri est non uniforme. Si ft(R2/Ri) 
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designe le vecteur rotation (ici parallele a Ozi) de R 2 par rapport a Ri, on a : 



f e (M) = —ma e ( M) = 



«n 2 HM - OT dn(R ^ Rl) A OM 



d^ 



force d’inertie 
centrifuge (en m Cl 2 r) 



oil H est le projete orthogonal de M sur Ozi 

L’ acceleration de Coriolis du point M depend de la vitesse de M dans le referentiel 
entraine R2, wr^(M) 

A(M) = -2wfl(R 2 /Ri) A f%(M) 



1.6. Theoreme du moment cinetique 



Theoreme : La derivee par rapport au temps du moment cinetique du point materiel M en un 
point fixe O d'un referentiel galileen est egale a la somme des moments en ce point des forces 
subies par AA : 

J = y M 0 ( f ) oil M 0 ( f ) = OM A f 

) Rgal 




Pour utiliser le theoreme du moment cinetique dans un referentiel non galileen, il faut 
ajouter a la somme des moments les moments des forces d’inertie d’entrainement et de 
Coriolis, soit 



OM A "fie (M) et OMA^(M). 



1.7. Theoreme de l'energie cinetique 

• Cas d’un referentiel galileen 



Theoreme : Dans un referentiel galileen, la 
variation d'energie cinetique du point M entre 
deux instants ti et t2 est egale a la somme des 
travaux des forces subies par A/l entre ces deux 
instants. 

Af c = £ c2 - E c1 = ]T l/IA,_ 2 ( ~f ) 

ou 

r M2 f 

l/I/ 1 _ 2 ( f )= f c/OM 
J Ml 




Si ~v designe le vecteur vitesse de M, la puissance de la force f a un instant donne est : 



p(f) 



d W 
At 
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II est utile de se rappeler qu’on peut calculer le travail en integrant la puissance de f 
entre deux instants : 

/»/2 

2 (7) = / p(7)d/ 

Jti 

• Cas d’un referentiel non galileen : il faut ajouter a la somme des travaux des forces, les 
travaux des forces d’inertie d’entrainement. 

Remarque : la force d’inertie de Coriolis ne travaille pas, puisqu’elle est a chaque 
instant normale a la vitesse du point dans le referentiel entraine (sa puissance est 
toujours nulle) : 

P(7(M)) =7(M) • ^(M) = 0, (to) 



1.8. Interactions conservatives. Energie potentielle, energie 
mecanique 



• Forces conservatives : une force est conservative si son travail lors du deplacement du 
point materiel M d’un point A a un point B ne depend pas du chemin suivi. En particulier 
sur un contour ferme quelconque : 



f ■ dOM = 0, VC, ferme 

II est alors facile de montrer qu’une force est conservative si et seulement s’il existe une 
fonction scalaire Ep{x,y, z), ne dependant que des coordonnees d’espace, telle que : 



On a alors 



f (x,y,z) = -gradE f (x,y,z) 
/) = E f (A) 



L’energie potentielle Ep{x,y,z) n’est pas, etant donne un champ de forces, definie de 
faqon univoque, mais a une constante additive pres. On dit que le champ de forces f 
derive d’un potentiel. 

Etant donne un champ de forces f , il est done conservatif si rot( f ) = 0 
• Conservation de l’energie mecanique : en appliquant le theoreme de l’energie cine- 
tique, dans le cas ou les forces derivent toutes d’un potentiel, on montre que : 



Theoreme : L'energie mecanique E m = E c + E p d'une particule soumise uniquement a des forces 
conservatives ne depend pas du temps : 



Il est important de remarquer que cette propriete reste vraie si la particule est aussi 
soumise a des liaisons (forces de contact avec une surface ou une courbe) a condition 
que celles-ci ne travaillent pas. C’est en particulier le cas en l’absence de frottements, 
mais aussi lorsqu’on a des frottements lateraux, de resultante orthogonale a la vitesse a 
tout instant. 
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1.9. Forces centrales 



Un point materiel M est soumis a une force centrale de centre O si la droite d’action 
de cette force passe par O quelle que soit la position de M. Une telle force derive dune 
energie potentielle qui est obligatoirement isotrope (les lignes de force sont orthogonales 
aux surfaces d’egale energie potentielle) de sorte qu’on lecrit F = f(r)u r , ou ~u r est le 




Proprietes : Soit un point materiel M soumis uniquement a une force centrale de centre O. On 
observe les proprietes suivantes : 

- Le moment cinetique en O tro(M) du point materiel est conservatif. 

- Le mouvement de M s'effectue done dans un plan perpendiculaire a ~ifo(M) et passant par O. 
On le decrira de maniere pratique en coordonnees polaires. 

- Le mouvement de M obeit a la loi des aires : pendant une duree At donnee, le rayon vecteur 
OM balaie des aires egales, quelle que soit la position de M. 

- L'energie mecanique du point M dans un champ de forces central F = f(r)u) est conservative. 

Compte term de la conservation du moment cinetique, on peut passer des expressions 
generates de la vitesse et de l’acceleration en coordonnees polaires (r, 0) a des relations ne 
faisant plus intervenir le temps ; ce sont les formules de Binet. En definissant la constante 
des aires C par ||"cto(M)|| = mC, on a C = r 2 , et : 



■+ Voir exercices 1 a 1 5 



M2. OSCILLATEUR HARMONIQUE A UNE DIMENSION. 

Oscillations libres 

2.1. Mouvement tl’mie particule ail voisinage tl’niie position 
d'equilibre stable 

Une position d’equilibre stable pour une particule placee dans un champ de forces derivant 
dune energie potentielle se definit par l’existence dune force de rappel lorsqu’on l’ecarte 
de cette position ; comme F = —grad (£),), cela se traduit par un minimum de l’energie 
potentielle. Dans le cas general multidimensionnel, l’etude des positions d’equilibre et de 
leur stabilite peut etre difficile car les surfaces equipotentielles peuvent avoir une topologie 
compliquee (points selles,... ) 



v 
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2.2. Osc illateu r liarmonique unidimensionnel non amorti 



L’hypothese harmonique suppose que la reponse est lineaire : la force de rappel est 
proportionnelle au deplacement x de la particule par rapport a sa position dequilibre 
stable. L’energie potentielle est done quadratique par rapport aux deplacements. 

• Etude dynamique : a une dimension F x = —kx, ou x repere le deplacement de la parti- 
cule par rapport a lequilibre, est la seule force qu’elle subit. Le principe fondamental de 
la dynamique conduit a une equation differentielle lineaire du second ordre a coefficients 
constants : 



d 2 x 

— +o) 0 x = ° 



■y K 

La solution generale peut s’ecrire x{t) = «sin(o)o/ + <f>) oil o)g = u>o est la pulsation 

m 

propre de l’oscillateur ; a et 4> dependent de deux conditions initiales. 

Les oscillations d’un oscillateur harmonique non amorti sont isochrones : leur pul- 
sation ne depend pas de l’amplitude du mouvement. 

• Aspect energetique : l’energie mecanique d’un oscillateur harmonique non amorti est 



une integrate premiere du mouvement. E m = - mv 2 + - k x 2 est constante, proportionnelle 



au carre de l’amplitude des oscillations et au carre de la pulsation : E m = - ma o)q 

Un oscillateur harmonique ne possede que des etats lies : deux barrieres de potentiel le 
conlinent dans une region finie de l’espace. 



Theoreme du viriel : L'energiecinetiqueetl'energie potentielle de I'oscillateur harmonique sont 
oscillantes, de periode egale a 7"o/2. Leurs moyennes temporelles sont egales. 



2.3. Oscillateur liarmonique unidimensionnel amorti par 
frottement fluide 

• Aspect dynamique; mise en equation : en plus de la force de rappel F x = — kx, la 
particule est soumise a une force de frottement fluide f = — h~v ( h > 0). L’equation 
differentielle du mouvement s’ecrit : 

d 2 x 1 dx 2 2 & 1 h 

—r + - — + co 0 x = 0 ou o) 0 = — et - = — 
dt l t dt m t m 

u>o est la pulsation propre de I’oscillateur et t correspond physiquement a un temps de 

relaxation ; e’est le temps caracteristique du regime libre. Lorsqu’on ecarte le systeme 

de l’equilibre et qu’on le lache, il revient a sa position dequilibre et au repos apres 

« quelques t ». 

• Solutions de l’equation differentielle ; representation complexe : l’equation caracte- 
ristique associee a l’equation differentielle est r 2 + (1 /t )r + Wq = 0 

La forme des solutions de l’equation differentielle depend du signe de A = 1 /t 2 — 4cdq 
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- Si A >0 (2 o)ot < 1), soit ( h > 2 \fmk), le regime est aperiodique : amortissement assez 
important. L’equation caracteristique a 2 racines reelles negatives distinctes r\ et rj. 

La solution generale s’ecrit : 

x{t) = a exp(rj^) + b exp(r 2 /) 

La particule retourne a sa position d’equilibre sans effectuer d’oscillations. II est important 
de remarquer que le fait que les racines soient negatives assure le retour a l’equilibre (la 
limite de la vitesse lorsque / tend vers l’infini est zero). 

- Si A < 0 (2 o)ot > 1), soit ( h < 2 \fmk), le regime est oscillatoire : amortissement 
assez faible. L’equation caracteristique a deux racines complexes distinctes c\ et a partie 
reelle negative; la solution generale complexe s’ecrit : X{t ) = aexp(ci/) + (3 exp^/)- 
L’ elongation est alors la partie reelle (notee x) de X\ il apparait naturellement dans le 
calcul la pulsation 

12 = \J u > q — i / 4 t 2 

On ecrit la solution : 

x{t) = exp(— ^/2t)(«cos 12/ + b sin 12/) 

La particule retourne a sa position d’equilibre en effectuant des oscillations dont l’ampli- 
tude decroit exponentiellement, avec un temps caracteristique de l’ordre de 2t ; bien que 
la fonction x(/) ne soit pas periodique, on remarque qu’elle s’annule a des intervalles de 
temps egaux permettant de delinir une pseudo-periode T = 2tt/12. 

La pseudo-periode des oscillations amorties est toujours un petit peu plus elevee que la 
periode propre, mais en reste tres proche dans la limite de l’amortissement faible. 

Le decrement logarithmique 8 caracterise la rapidite de l’amortissement ; c’est le rapport 
entre les deux temps caracteristiques qui apparaissent naturellement dans l’equation diffe- 
rentielle, a savoir la periode propre et le temps de relaxation. L’amplitude des oscillations 
decroit d’autant plus vite que 8 est eleve. 

x{t + T)/x(t) = exp(— T /2t) et 8 = T /2t 

Le rapport des amplitudes des oscillations espacees d’une pseudo-periode est une 
constante egale a exp(— 8). 

- Si A = 0 (2 «ot = 1), (soit h = 2 \f~mk), le regime est critique : c’est le regime qui assure 
la transition entre le regime aperiodique et le regime oscillatoire. La solution generale 
s’ecrit : 

x = (a/ + b ) exp(— //2 t) 

La particule retourne a sa position d’equilibre sans effectuer d’oscillations. II est facile 
de montrer que, pour des conditions initiales et pour oio et t fixes, le temps que met la 
particule pour retourner a l’equilibre est alors minimal. 
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2.4. Aspect energetique 

A partir de l’equation differentielle, on multiplie chaque membre par x, et on integre 
entre t\ et t% : 



mx(i)'x(t) + kx(t)x(t) = —hx{t) 2 




•h 



E(t2 ) - E(t i) 



hx{t) 2 dt 



L’energie mecanique d’un oscillateur harmonique amorti diminue au cours du temps : la 
variation d’energie mecanique du systeme entre deux instants est egale au travail de la 
force de frottement entre ces deux instants. 

Voir exercices 1 6 a 1 7 

m3. Oscillations forcees : loscillateur harmonique 

ENTRETENU; RESONANCE 

L’oscillateur harmonique entretenu est soumis de plus a une force exterieure periodique 
et sinusoidale F(t) de periode T. 

3.1. Recherche du regime permanent 

A une dimension, le principe fondamental de la dynamique conduit a une equation 
differentielle lineaire du second ordre a coefficients constants. La solution generale est 
la somme de l’integrale generale de l’equation sans second membre et dune integrale 
particuliere de l’equation avec second membre : 



la pratique, cette solution « s’ecrase » sur un temps caracteristique de quelques t. Cela 
sous-entend evidemment, que le frottement fluide n’est pas nul. 

F{t) etant une excitation sinusoidale, on est amene a chercher une reponse sinusoidale 
z(t) de meme frequence. On utilise la representation complexe (x = Re(z)) : 




La solution generale de l’equation sans second membre se caracterise par le fait que sa 
limite tend vers 0 lorsque t tend vers l’infini, quel que soit le regime transitoire ; dans 




avec 




— Cl) 2 ) + ioa/T 



1 
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- En regime permanent, l’oscillateur repond a la frequence ftxee par l’excitateur. 

- L’amplitude de la reponse est proportionnelle a l’amplitude de l’excitation (reponse 
lineaire). 

- L’amplitude de la reponse depend des caracteristiques intrinseques de l’oscillateur 
(wo, t) et de la frequence co de l’excitateur . 

- La reponse presente en general un dephasage avec l’excitation. 

On peut definir la reponse en vitesse par z = vq exp(ico^), ou vq = icozo : 

_ fo v ico 
v o — ~ x ~r ~ 2 KTT 7 — T 

rn (o)q — OTJ + ltO/T 



3.2. Comportement de la reponse en amplitude en fonction 
de la frequence 

• Le phenomene de « resonance en amplitude » 

Avertissement : II importe de remarquer que le titre est entre guillemets. On dit qu’il 
y a resonance lorsque la puissance cedee par l’excitateur a l’oscillateur est maximale ; 

cela se produit lorsque la frequence de l’excitateur est rigoureusement egale a la frequence 
propre de l’excitateur. La mise en evidence du phenomene de resonance proprement dit 
necessite l’etude de la reponse en vitesse ; on ne peut done pas en toute rigueur parler de 
« resonance en amplitude ». 
zo(to) = (/o / m) -F fl (co) conduit a : 

|-^(t°)| = — = et tan<f)(co) 

\/( <*>o “ “ 2 ) 2 + ( W / T ) 2 



co/t 

0)q — O) 2 



ou <J) est le dephasage entre la force excitatrice F{t) et la reponse en amplitude x(t). La 
seule donnee de tan 4>(co) ne suffit pas a determiner la phase 4>(u)). Pour la determiner, on 
peut remarquer que l’argument de F a { co) est negatif. 

Si l’oscillateur est assez faiblement amorti 

(pour o>oT > —=) l’amplitude de la reponse 

V2 

presente un maximum pour une pulsation 
excitatrice u> m legerement inferieure a la pul- 
sation propre «o de l’oscillateur ; la force 
excitatrice est alors en avance de un peu 
moins de tt/ 2 sur le deplacement. On a 

( o m = 1/2t 2 

• Reponse a basse frequence : dans la limite des basses frequences, la force excitatrice 
est pratiquement en phase avec le deplacement. 
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• Reponse ahaute frequence : dans la limite des hautes frequences, la reponse tend vers 0 
comme 1/co 2 (roscillateur n’ a pas le temps de repondre a cause de son inertie). La force 
est pratiquement en opposition de phase avec le deplacement. 

• Acuite dela « resonance en amplitude » : dans la limite d’un amortissement nettement 
faible (coot S> 1) co m est tres voisin de coo et l’acuite de la resonance en amplitude est 
caracterisee par une largeur de bande passante telle que : 

Aco fl = 1/t 

La « resonance » en amplitude, lorsqu’elle existe est d’autant plus etroite que l’amortisse- 
ment est faible. II en va de meme pour la resonance definie par la vitesse a la difference 
qu’elle n’ existe pas toujours. 

• Principe de causalite : les effets ne peuvent preceder les causes. Cela se manifeste ici par 
le fait que la reponse en amplitude est toujours en retard de phase sur la force excitatrice. 



3.3. Aspect energetique 

• Bilan instantane : l’energie cinetique et l’energie potentielle sont des fonctions perio- 
diques, de periode T /2 dont l’amplitude depend du module de la fonction de reponse. 
L’energie mecanique est en general dependante du temps. 

Ce n’est que dans le cas ou la frequence de l’excitateur est egale a la frequence propre 
de l’oscillateur que la puissance instantanee qu’il lui fournit est egale a la puissance 
instantanee dissipee par l’amortissement. 

• Puissance moyenne absorbee : resonance. La puissance moyenne absorbee est la 
grandeur moyenne effectivement accessible a la mesure. 



(P)t( w ) 





1 




2 

+ 1 



La puissance moyenne absorbee par l’oscillateur a un profil frequentiel Lorentzien. Elle 
est maximale lorsque la frequence de l’excitateur est egale (rigoureusement) a la frequence 
propre de roscillateur; la bande passante en puissance (largeur totale a mi-hauteur de 
(P)t’(co)) est telle que : 

Aco(p) X t = 1 



Le facteur de qualite Q ne depend que des caracteristiques de l’oscillateur et rend compte 
de l’acuite de la resonance : 



s 



co 0 

A 



CO 0 T 



Voir exercices 1 6 a 1 7 
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M 4. Mecanique des systemes 



Les definitions et theoremes tels qu’ils sont enonces ici sont valables aussi bien pour des 

solides indeformables que pour des systemes deformables. 



4.1. Preliminaire 



Au sens classique, un systeme S peut etre defini comme un ensemble de points materiels 
Mj, chacun etant affecte dune masse m t . Le passage a des distributions continues de masse 
s’impose souvent lorsque l’on calcule les grandeurs mecaniques (moments d’inertie ou 
positions de centres de gravite,...). II est cependant plus pratique de retenir les definitions 
sous forme discrete et facile de retro uver rapidement tousles theoremes delamecanique 
des systemes en utilisant des sommes discretes plutot que des integrates. 

Le passage du discret au continu pour une grandeur mecanique A s’effectue en rempla- 
cpant : 



E 



A(M ; )w, par 



A(M)d»?. 



4.2. Centre d'inertie; referentiel barycentrique 

Le centre d’inertie G du systeme materiel S, de masse totale m est defini par : 



OG = 



E- 

M.es 



;OM; 



ce qui peut s ecrire OG = 



Ills OMd m 



dans le cas dune distribution continue. 



- La position de G ne depend pas du choix de O. 

- Si la distribution de masse du systeme presente des symetries (plans, axes), G est a 
l’intersection de ses elements de symetrie. Pour determiner les elements de symetrie de 
S, l’examen de la forme geometrique ne suffit pas. II faut penser a l’homogeneite de la 
distribution de masse. 

Le referentiel barycentrique (Rb a ) associe a R a son origine en G et est en translation 
(generalement non rectiligne) par rapport a R ; les axes du repere barycentrique sont a 
tout instant paralleles aux axes de R. 
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4.3. Quantite de mouvement 

Definition : La quantite de mouvement du systeme S dans le referentiel R est : 



?(S/R) = Y, R) 

M,G 5 

Cette definition n’est generalement pas utilisable directement pour calculer des quantites 
de mouvement dans un probleme de mecanique. II est done crucial de se rappeler qu’il 
decoule de la definition de G la relation tres utile : 

~p(S/R) = M"® (G/R) 

La definition meme de Rb a implique que la quantite de mouvement d’un systeme est 
nulle a tout instant dans le referentiel barycentrique (p ( S /Ri-, ;l ) = 0 ) ; cette propriete 
est utile pour traiter des problemes de chocs. 

• Principe de l’inertie : differents enonces peuvent en etre donnes. A ce titre-la, il est 
interessant de se reporter a l’ouvrage d’Isaac Newton De philosophiae naturalis principia 
mathematica paru en 1687. 

Principe : Dans un referentiel galileen, la quantite de mouvement d'un systeme isole est 
constante. 

II importe de bien avoir present a l’esprit que cela signifie que G est soit au repos, soit en 
mouvement rectiligne et uniforme, et que le systeme peut se deformer et tourner autour 
deG 

• Theoreme du centre d’inertie (ou resultante cinetique) 

Theoreme : Le mouvement du centre d’inertie d’un systeme est le meme que celui d'un point 
materiel dont la masse totale serait celle du systeme et auquel seraient appliquees toutes les forces 
exterieures. 

( dp(5/R ga ,) \ 

V df J Rgal 



y. Gxt 



Dans le cas ou R n’est pas galileen, il faut ajouter a la somme des forces exterieures, les 
forces d’inertie d’entrainement et de Coriolis (il faut en general integrer sur la totalite 
du systeme pour les calculer). 

4.4. Moment cinetique 

Definition : Le moment cinetique en un point quelconque A, du systeme S par rapport 
a R est : 

Oa(S/R) = AM; A W;" : u’(M;/R) 

M t es 
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Le moment cinetique depend du point ou on le calcule et se transforme comme un 
torseur : 

oa(5/R) = TtbC-S/R) + AB A ~j> (5/R) 

• Theoreme du moment cinetique : il n’est applicable sous sa forme simple qu’en un 

point fixe d’un referentiel galileen ou au centre d’inertie. 

- Point fixe O de R ga i : On a souvent interet a l’utiliser sous cette forme si O appartient 
a S. 

Theoreme : La derivee galileenne par rapport au temps du moment cinetique d'un systeme en 
un point fixe O d'un referentiel galileen est egale a la somme des moments en ce point des forces 
exterieures appliquees. 

( doo(5/R gal ) \ 

\ / Rgal 

Au centre d’inertie G : puisque Rb a est en translation par rapport a R, le moment 
cinetique en G est le meme dans R et dans Rb a - 




• Forme scalaire : le theoreme du moment 
cinetique peut se reduire a une relation sca- 
laire dans le cas ou le mouvement se fait par 
rapport a un axe fixe A, ou un axe dont la 
direction reste fixe. Le vecteur unitaire ~u 
definissant la direction de cet axe : 

^(d'/Rgal) 0"A(^/Rgal) ‘ u 
et l’application du theoreme du moment cinetique en A se ramene a : 

(- d^w IV) t = -£m,(fZ) 

a A = oa • ~u et M\{F) = M\{F) ■ ~u definissent respectivement le moment cinetique 
et le moment scalaire des forces par rapport a l’axe A. 

4.5. Energie cinetique. Conservation de l'energie 

Definition : L'energie cinetique du systeme 5 par rapport a R est : 

£ C (S/R) = ]T ^m,v 2 (M,/R) 

M ( eS z 
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Theoreme : La variation d'energie cinetique du systeme S (dans R ga /) entre deux instants fi et 
t 2 est egale a la somme des travaux de toutes les forces interieures et exterieures appliquees au 
systeme entre ces deux instants. 

f C 2(5/Rgal) - £ci (S/Rgal) = ^ Wti^tlCF ) 



I Remarque : si R n’est pas galileen, il faut ajouter le travail des forces d’inertie d’entrai- 
nement. 

Conservation de l’energie : L'energie totale d'un systeme S de points materiels se conserve si 
les forces interieures et exterieures qu'il subit derivent toutes d'une energie potentielle; chaque 
point materiel etant repere par 7 7 , cette energie s'ecrit : 

e = e c + e?({71}) + e?({t;}). 

II importe de remarquer qu’en toute generalite, cette expression de l’energie prend en 
compte les interactions microscopiques, done l’energie interne du systeme. 



4.6. Theoremes de Koenig 

Ces theoremes permettent de calculer le moment cinetique en un point quelconque par 
rapport a R en fonction du moment cinetique en G et l’energie cinetique dans R en 
fonction de l’energie cinetique dans Rb a 

oa( 5 /R) = + AG A mvq(R) 

E C (S/R) = E C (S/ Rba) + 



4.7. Reduction canonique du p rob 1 fine a deux corps 



On designe par S un systeme de deux point materiels Mi et M2 de masses m\ et 
m2 en interaction. L’energie potentielle qui decrit cette interaction est invariante par 
translation de l’ensemble (done elle depend de la seule difference de leurs positions 
”jf = ~r\ — T2 = M2M1) et par rotation de l’ensemble (done elle depend de la seule 
norme de ~jL)- Le systeme est suppose isole par rapport a un referentiel galileen R ga i. 



Proprietes : Dans le referentiel barycentrique Rb a , le mouvement de chaque point materiel est 
un mouvement a force centrale (de centre G). 

Les deux equations traduisant la relation fondamentale de la dynamique se ramenent a 
dfp(p) 






d 2 ? 



-Up, ou p. 



m ' irr ' 2 est la masse reduite du systeme et ul = — . On dit que 
m-] + /r ?2 p 



dt 2 dp 

le mouvement se ramene a I'etude du mouvement a force centrale d'une particule dite « fictive » 
de masse p. 



- Le moment cinetique de S en G est & gCS) = p p A p 

1 v: 

- L'energie cinetique deS dans R ba est £ C (S/Rb a ) = - p p 



Voir exercices 18 a 26 
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M 5. MECANIQUE DU SOLIDE INDEFORMABLE 



Tous les theoremes et definitions de la mecanique des systemes restent valables. De plus, 
le caractere indeformable du systeme implique les proprietes suivantes : 

- La somme des forces interieures est nulle ; 

- La somme des travaux des forces interieures est nulle. 



5.1. Elements de cinematique du solide 

Classiquement, le solide indeformable est un ensemble de points materiels {M;} tels 



que 



V(z',j), 



M,M, 



II est alors facile de montrer que le champ des 
vitesses d’un solide est equiprojectif (antisy- 
metrique), c’est-a-dire que : 

V(A, B) e Solide, AB • V\ = AB • % 

II s’ensuit que 'it, 3w, (independant des 
points du solide considere) tel que : 



Va — Vb + AB A <o 



to est le vecteur rotation instantanee du 
solide a l’instant t. 

Le champ des accelerations n’est pas anti- 
symetrique. 

- Si le solide est en translation, to = 0 , V/ 

- Si le solide est rotation autour d’un axe fixe, 
il n’y a pas de translation par rapport a l’axe et 
le vecteur rotation instantane conserve une 
direction fixe, de vecteur unitaire u\. On a 

to = ( — J u\ oil l’angle 0 repere la rota- 

V d V 

tion autour de l’axe A ; un point M du solide a 
une trajectoire circulaire, d’axe A et sa vitesse 
est V (M) = to A OM. 

L’acceleration de M secrit par consequent : 

,2iLAj x d “ aoM 



a (M) = to 2 MH + 



= Cte. 





d / 
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Le premier terme n’est autre que 1’ acceleration centripete. II est utile de se rappeler que 
c’est a partir de cette expression que l’on ecrit l’acceleration d’entrainement d’un point 
lors d’un changement de referentiel. 



5.2. Moment cinetique, energie cinetique, operateur d'inertie 




fl(5/R) etant le vecteur rotation instantane du solide S, il est facile de montrer que le 
moment cinetique It q( 5/R) peut s’ecrire : 



■?o(5/R)=/(0/S)- Sl(S/R) 
L’operateur d’inertie en O du solide S est : 





( JxxiO) 


~Jxy{ O) 


-/«(0)\ 


7(0, S) = 


~Jxy(0) 


JyyiO) 


~Jyz(P) 




\-Jx7 O) 


~Jyz( O) 


JJO) / 



ou Jxx(0),J vy {.0),J zz (0) sontles moments d’inertie par rapport aux axes x'x,y'y, z'z pas- 
sant par O. Les autres termes sont les produits d’inertie (on peut les interpreter comme 
des moments d’inertie par rapport a des plans), dm etant la masse de l’element de matiere 
infinitesimal entourant M, les termes de la matrice sont definis par : 




II importe de remarquer que l’expression de /(O, S) depend de la base dans laquelle les 
moments et produits d’inertie sont calcules. Les trois directions associees a la base dans 
laquelle /( O, S ) est diagonale definissent les axes principaux d’inertie en O du solide S. 
On montre que l’energie cinetique est : 

E C {S/R) = ^ Sto{S/R) ■ n(S/ R) 

Du point de vue des dimensions : 

- Le moment cinetique est homogene a : (moment d’inertie) X (vitesse angulaire) 

- L’energie cinetique est homogene a : (moment d’inertie) X (vitesse angulaire) 2 

Les relations telles qu’elles sont ecrites ci-dessus permettent de traiter le mouvement d’un 
solide autour d’un point fixe. 
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5.3. Solide en rotation an ton r tl'nn axe fixe 



II ne faut jamais traiter un probleme de rota- 
tion autour d’un axe fixe en utilisant l’arsenal 
du paragraphe precedent. En effet, il suffit de 
projeter les relations sur l’axe, et le probleme 
s’ecrit totalement en termes scalaires. 

- Moment cinetique scalaire par rapport a 
l’axe A : 

OA (s) = ItogA (S/R) ■ ~U 



avec o) = — vitesse angulaire autour de l’axe 
at 

A et / A moment d’inertie du solide par rapport 
a l’axe A : 



h = 

— Le moment cinetique du solide dans sa rotation autour de l’axe est : 

o-a(S) =/a • m 



p 2 d»z = ~u 



7(0, S)-lt 




- L’energie cinetique du solide dans sa rotation autour de A s’ecrit : 

E C (S) = ^/ A o) 2 

- Le theoreme du moment cinetique peut s’ecrire au point fixe O et se projeter sur l’axe. 
II vient : 

do- A (<S) _ \ - A/f 

~ Z_^ ^A(^ext) 

qu’il est plus pratique d’utiliser sous la forme : 

A0 = E M a<^> 

ou la somme des moments est algebrique. 

Dans ces conditions, le moment de la force par rapport a l’axe est scalaire. Si la direction 
de cette force est perpendiculaire a l’axe de rotation, M\{F cn ) est alors egale au produit, 
affecte du signe convenable, de l’intensite de la force par le bras de levier. 
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5.4. Moments d'inertie a connaitre 



Solide 


Schema 


Moment d’inertie 


Sphere homogene de rayon R et 
de masse M. Axes passant par le 
centre. 






2 , 
Ja = ~ s MR 2 


Cylindre homogene de rayon R 
et de masse M. Axe de revolu- 
tion. 






"N 


1 9 

J A = -MR 2 
J 2 


Disque homogene de rayon R et 
de masse M. Axe de revolution. 


c 




1 9 

/ A = -MR 2 


Anneau de rayon R et de masse 
M. Axe de revolution. 


c 




Ja = MR 2 


Tige de longueur / et de masse 
M. Axe perpendiculaire passant 
par le centre d’inertie. 




G 


Ml 2 
“ ~12 
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5.5. Theoreme de Huygens 

Theoreme : Le moment d'inertie d’un solide de masse M et de centre d'inertie G par rapport a 
un axe A quelconque est egal a son moment d'inertie par rapport a un axe Ac parallele a A et 
passant par G augmente de Ma 2 oil a est la distance entre les deux axes A et Ac : 

1 a = J\ Q + Ms 2 



Le moment d’inertie par rapport a A est toujours superieur au 
moment d’inertie par rapport a Aq. 




5.6. Contact entre solides. Frottement de glisseme nt, 
lois de Coulomb 

On distingue trois types de frottement lors du contact entre deux solides : pivotement, 
roulement, glissement. II est indispensable de bien connaitre les lois du frottement de 
glissement. 

• Frottement de glissement statique : lorsqu’un solide A est en contact statique avec 
un solide B, le coefficient f de frottement statique definit le rapport entre la composante 
normale et la composante tangentielle de la reaction de contact du support sur le solide a 
partir duquel les deux solides glissent l’un sur l’autre (on ne represente que les forces de 
liaison sur les schemas suivant). 




Les deux solides commencent juste a glisser l’un sur l’autre quand la reaction est sur le 
cone de frottement. f ne depend que de la nature des corps en contact et de l’etat des 
surfaces. II importe de retenir que la reaction ne peut pas sortir du cone de frottement. 
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• Lois de Coulomb du frottement de 
glissement : V g / etant la vitesse de glisse- 
ment du solide A par rapport a B non 
nulle, la composante tangentielle T est 
colineaire a V g / et de sens contraire, avec 
oixf c est le coefficient 
de frottement dynamique.^ < f mais on 
admet souvent que^ ~ f. 

Plus mathematiquement, on peut ecrire : 
T A V g i = 0 et T ■ V g i < 0 





5.7. Ron It - me nt sans glissement 

II importe de bien comprendre que trois points sont impliques dans le contact ponctuel 
lors du mouvement d’un solide S sur une piste P : 

- Le point geometrique I de contact, qui depend de la position du solide S. 

- Le point materiel I(S) appartenant au solide (S) (« colle a S ») qui coincide avec I 
a l’instant considere ; sa trajectoire dans le referentiel R est representee par la ligne en 
pointilles (notez que cette trajectoire comporte un point de rebroussement lorsque I(S) 
est confondu avec la surface de contact : sa vitesse dans R est a ce moment-la nulle) ; 

- Le point materiel I(P) appartenant a la piste qui coincide avec I a l’instant considere. 




C’est I, point geometrique de contact, qui permet de definir la condition de roulement 
sans glissement : la vitesse de glissement est nulle a tout instant V g i = fi(R) = 0 
et I est alors le centre instantane de rotation du mouvement. Cela se confoit bien si on 
remarque que le mouvement de I resulte a la fois de la rotation et de la translation de 
S ; ces deux mouvements ne se font pas independamment dans le cas du roulement sans 
glissement. 

Dans le cas du roulement sans glissement d’un cylindre ou d’un cone sur un plan, 
l’ensemble des points de contact est une droite D. II y a roulement sans glissement si 

W, VI £ D, V\ (R) = 0 et D est l’axe instantane de rotation. 
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M 6. Statique des fluides 

6.1. Notion de pression 



Etant donne un element de surface d-S autour d’un point M appartenant a une surface 
finie placee dans un fluide au repos, la pression />(M) est la grandeur scalaire definie a 
partir de la force d-F exercee par le fluide sur cet element : 

dF = /(M)d5 

La force pressante elementaire est done toujours perpendiculaire a lelement de surface. 

6.2. Loi fondamentale de l'hydrostatique 

Loi : L'equilibre d'un fluide de masse volumique p quelconque place dans un champ de pesanteur 
g(M) se traduit par la relation locale : 

gradp = 



Dans le cas particulier d’un fluide homo- 
gene et non compressible, place dans un 
champ de pesanteur uniforme, cette rela- 
tion s’integre facilement. La difference de 
pression entre deux points ne depend alors 
que de leur difference d’altitude : 

/>(B) -/>( A) = p^za - zb) 

Cette relation n’est generalement pas vraie 
pour un gaz. 

6.3. Theoreme d'Archimede 

Theoreme : Tout corps plonge dans un fluide 
regoit de la part de celui-ci une poussee verti- 
cale et dirigee vers le haut, egale au poids du 
volume de fluide deplace. 

Si la masse volumique de fluide py peut 
etre consideree comme constante dans la 
totalite du volume immerge V, la poussee 
d’Archimede II s’ecrit alors : 



z 


A 


B 


~9 








n = P ygV u z 

Le centre de masse C du volume de fluide deplace est appele centre de poussee. C est le 
point d’application de II . Pour qu’un corps flottant soit stable vis-a-vis du renversement 
(bateau par exemple), C doit toujours etre au-dessus du centre de gravite du corps. 
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Mecanique du point : referentiels galileens 

Mouvements de wagons dans une gare de triage 

Ce probleme, dont le niveau est proche de 
celui des terminales scientifiques, a pour but 
l’utilisation et l’exploitation de la relation 
fondamentale de la dynamique sur un plan 
incline dans des cas de figure permettant 
de passer en revue different types de frot- 
tements. 

Le referentiel terrestre est suppose galileen. On se propose d’etudier le mouvement de 
translation d’un wagon de masse m sur une voie rectiligne placee selon une ligne de plus 
grande pente d’un plan incline d’angle a par rapport a l’horizontale. La position de son 
centre d’inertie est reperee par x = OM. 

1. Absence de tout frottement : on neglige tout frottement; le wagon est lache de O a 
l’instant t = 0 avec une vitesse initiate nulle. Donner l’expression de sa vitesse V, puis de 
x en fonction de g, a et du temps. 

2. Frottement solide. La reaction de la voie sur le wagon se fait maintenant avec un 
frottement solide de coefficient statique f ; on admettra que le coefficient de frottement 
dynamique garde la meme valeur. (En fait le wagon roule sans glisser, mais l’essieu est 
le siege de frottements solides dont on admet qu’ils sont equivalents a un frottement 
statique). 

2. a Rappeler les lois de Coulomb du frottement solide. A quelle condition entre f et a 
le wagon se met-il a glisser le long de la pente ? 

2.b On suppose que la condition de la question precedente est realisee. Le wagon est alors 
lache de O a / = 0 avec une vitesse initiale nulle. Donner l’expression de x en fonction 
de g, a ,f et du temps. 

2. c On lance le wagon vers le haut de la pente avec une vitesse de valeur Fa parallele a 
Ox depuis un point A tel que OA = L. Donner l’expression de x en fonction du temps 
dans la phase ou il remonte la pente. Quel critere sur les vecteurs vitesse et acceleration 
permet de savoir si le mouvement est accelere ou decelere? Discuter ce qui se passe 
ensuite, selon que la condition du 2. a est realisee ou non. 

3. Frottement fluide. Le wagon est soumis a une force de frottement fluide F = — k- V ; 
il n’y a pas de frottement solide. 

3. a. Quelle est la dimension de k} Ecrire l’equation differentielle en V du mouvement. 
Montrer que le wagon atteint une vitesse limite V/ et l’exprimer en fonction de m, g, k, et 
a. Comment peut-on definir une constante de temps t caracteristique du mouvement ? 
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3.b. Dormer l’expression de la vitesse en fonction de V/, t et du temps si on lache le wagon 
de O a / = 0 avec une vitesse nulle. En cherchant les equivalents adequats, preciser quel 
est le mouvement du wagon dans les cas limites oil < < t et t > t. 

3. c. A / = 0, le wagon est lache avec une vitesse initiale Vq non nulle ; donner l’expression 
de la vitesse en fonction de V/, Vq, t et du temps. Tracer sur un meme graphe revolution 
de V en fonction du temps pour ce cas et celui du 3.b. Comment peut-on determiner t ? 

4. Frottements solide et fluide. Le wagon est soumis a la fois a un frottement solide 
de coefficient f et a une force de frottement fluide F = — k ■ V . La condition du 2. a 
etant verffiee, ecrire l’equation differentielle de son mouvement. (on suppose V > 0). 
Donner l’expression de la nouvelle vitesse limite F/ du wagon en fonction de f, g, t, a. 
Commenter. 



E33H® Chute d'un anneau sur une helice d'axe vertical 

Cet exercice a pour but l’utilisation de la 
relation fondamentale de la dynamique dans 
un systeme de coordonnees ou les vecteurs 
de la base dependent du point, et aborde la 
resolution d’un probleme de mecanique par 
une methode energetique. 

Un anneau de masse m, assimilable a un 
point materiel M peut glisser sans frotte- 
ments sur un helice d’axe vertical Oz. On 
le repere en coordonnees cylindriques par 
M (p, 0, z). L’helice se trouve sur une surface 
cylindrique de revolution, d’axe Oz et de 
rayon R ; son pas est 2 tt b. La vitesse angu- 
laire dans la rotation autour de l’axe Oz est 
co = 0. 

1. Ecrire les equations de l’helice en coordonnees cylindriques. Donner (ou retrouver) 
l’expression generale du vecteur vitesse V du point M en coordonnees cylindriques en 
fonction de p, 0, z, et des vecteurs unitaires du repere. Exprimer V dans le cas particulier 
de l’helice en fonction de b, R, co. Donner l’expression de l’acceleration ~a dans le cas de 

l’helice en fonction de b, R, co, co = 

2. La force de liaison (reaction) entre l’helice et l’anneau sera notee F = F p ~u^+Fq Fq +F z ~ul. 
Ecrire les relations auxquelles conduit le principe fondamental de la dynamique. Quelle 
relation peut-on ecrire entre F et V si on neglige les frottements ? En deduire alors une 
relation simple entre Fq, F z , b et R. 
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3. Exprimer d) 




en fonction de g, b , et R. En deduire l’expression de la com- 



posante azimutale z de l’acceleration. Que peut-on dire de z ? Sachant que les conditions 
initiales s’ecrivent z(0) = 0 et z(0) = 0, donner l’expression de z en fonction du temps. 



4. Exprimer les composantes de F en fonction du temps. Commenter le sens physique 
de ces resultats. 



5. Retrouver l’expression de cb par une methode energetique. 



Adherence d'un vehicule dans un virage 

Ce probleme requiert la relation fondamentale de la dynamique et la connaissance des lois 
du frottement solide. L’ etude du cas ou le virage est releve est moins facile ; elle est cepen- 
dant tres interessante, car proche d’une situation courante dans la « vie de tous les jours ». 
Un vehicule de masse m, qu’on assimilera a un point materiel M, est en mouvement 
circulaire uniforme de vitesse V sur un cercle horizontal de rayon L. 




1. Montrer que le mouvement decrit ici est impossible en l’absence de frottement de 
contact lateral ; on notera R z la composante verticale de la reaction du support sur M et 
Rl la composante laterale. 

2. f etant le coefficient de frottement lateral, ecrire la relation entre f, Rz et Ri imposee 
par les lois du frottement solide. En deduire qu’il existe une vitesse limite Vi que le vehicule 
ne peut pas depasser pour conserver un mouvement uniforme sur ce cercle ; exprimer Vi 
en fonction de f, de l’intensite du champ de pesanteur g, et de L. 

3. Le virage est maintenant releve : la piste est inclinee d’un angle a E 
l’horizontale. 

f, a, m, L etant fixes, le virage est aborde a une vitesse V. Quelle est la valeur ideale V{ de 
la vitesse pour aborder ce virage, de maniere a ce que la reaction de la piste soit normale 
au support. 

Discuter la condition pour que le vehicule ne glisse pas lateralement en distinguant les 
cas ou V < Vi et V > Vi. Calculer la nouvelle vitesse limite que le vehicule ne doit pas 



TT 

°’i 



sur 
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depasser pour rester en mouvement circulaire uniforme sur le cercle de rayon L. Comparer 
au resultat de la question 2. Commenter. 



Point materiel sur une sphere 

II s’agit d’etudier un cas ou la relation fondamentale de la 
dynamique ne s’integre pas directement, (on aura interet 
a travailler dans le repere de Frenet) et ou son utilisation 
conjointe avec le theoreme de l’energie cinetique permet 
d’aller plus loin dans la resolution. 

Un point materiel de masse m est mobile sans frottements 
sur une demi-sphere de rayon r dont la base est horizon- 

tale. A un instant / = 0, il est lache sans vitesse initiale 

> 

d’un point M 0 repere par Tangle 0o = (Oz, OMo). 

1. En utilisant le theoreme de l’energie cinetique et le principe fondamental de la 
dynamique, calculer la valeur de la reaction R du support spherique en fonction de 

0 = (Oz, OM) ou M est la position du point materiel a l’instant t. 

2. Comment varie R en fonction de 0 ? Pour quelle valeur 0^ de 0 le point M quitte-t-il 
la sphere ? Quelle est alors la vitesse de decollage ? 




Mecanique du point : forces d'inertie 



Referential en rotation uniforme : manege 



Cet exercice tres simple permet de comprendre la struc- 
ture des forces d’inertie d’entrainement et de Coriolis 
dans le cas ou le referentiel entraine est en rotation. 

Le referentiel R, muni du repere absolu OXYZ est gali- 
leen ; un plateau de rayon r tourne a vitesse angulaire 
O constante autour de l’axe (vertical) OZ. On designe 
par R e le referentiel entraine lie au plateau ; il est muni 
d’un repere absolu O xyz. Un point materiel M de masse 
m, assujetti a se deplacer sur un segment de droite OA lie au plateau est anime d’un 
mouvement sinusoidal de pulsation coo, d’amplitude r/2, centre en I milieu de OA (on le 
suppose en I a / = 0, de vitesse dirigee vers A ). Ecrire les expressions des forces d’inertie 
d’entrainement f e et de Coriolis f c subies par M dans le referentiel lie au plateau en 
fonction de fl, m, u>o, r et du temps. Indiquer soigneusement la direction et le sens de ces 
forces lorsque M va de O vers A, puis Tinverse. 




Etudier la valeur de ces forces en fonction du temps, pour t € 



2tt 

o,— 

O ) 0 



en les comparant 



a la vitesse et aux coordonnees de M dans le referentiel entraine R e . 
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Forces d'inertie subies sur un manege de fete foraine : 
montagnes russes 

La premiere partie du probleme ne necessite que la relation fondamentale de la dynamique 
et le theoreme de l’energie cinetique dans les referentiels galileens. 

Une piste de « montagnes russes », contenue dans un plan vertical, (xOz) a le profil 
indique sur la figure ci-dessous. Un vehicule, assimilable a un point materiel M de masse 
m est assujetti a se deplacer sur cette piste sans jamais la quitter ; la liaison (reaction de 
contact de la piste sur le vehicule) se fait sans frottement de glissement, et on negligera les 
frottements fluides. Le referentiel terrestre Si est considere comme galileen. Le vehicule 
part du point A de cote h (OA = h ou h > R) avec une vitesse initiale nulle. 

{AB : Droite inclinee de Tangle sur Thorizontale }. 

{BCD : Arc de cercle de centre Oi, de rayon R, tangent enCa Ox, en B et D aux pistes}. 
{ DQj Droite inclinee de Tangle a.2 sur Thorizontale}. 

{QS : Arc de cercle de centre O2, de rayon R, tangent en Qji la piste }. 




1. Etude dynamique du mouvement du vehicule : calculer les vitesses Lb, Vq et Vs en 

fonction de g, h, R et 04. 

TrajetAB : calculer l’acceleration a\ du vehicule puis la reaction R\ de la piste en fonction 
de m, g, oti. 

Trajet BCD : M etant repere par Tangle a = COiM, donner l’expression des compo- 
santes normale et tangentielle de l’acceleration en fonction de R, g, h et a. Montrer que 
la valeur de la reaction de la piste, notee F, s’exprime simplement en fonction des seuls 
parametres R, g, h et a. Preciser le sens et la valeur de l’acceleration en C. 

Trajet DQ_ : calculer l’acceleration «2 du vehicule en fonction de g et c*2 ; la reaction de 
la piste sur le vehicule a-t-elle une valeur plus elevee entre A et B ou entre D et Q_? 
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Trajet QS : ecrire l’expression de l’acceleration en S en fonction de g, h, R. 

2. Aspect inertiel : on s’interesse aux sensations (c’est-a-dire aux forces d’inertie) subies 
par un personnage M 7 de masse m (immobile et attache dans le vehicule), se trouvant au 
point M dont on a etudie precedemment le mouvement. 

Le personnage subit-il une force d’inertie de Coriolis? Pourquoi? On note ^(M 7 ) 
l’acceleration d’entrainement de M’ lors du mouvement du vehicule par rapport au sol ; 
donner l’expression de la force d’inertie subie par M’ en fonction de sa masse m et de 
(M 7 ). Relier l’acceleration ~a (M/ 31) du point M par rapport au sol a ~a ¥ e (M')- 
Representer la force d’inertie subie par M’ en un point des trajets AB, BCD, DQj. QS, 
puis en C, et en S. Au point S, la force d’inertie tend-elle a « enfoncer » le personnage 
dans le siege du vehicule ou a Ten « extraire » ? 

Donner l’expression de la force d’inertie subie par le passager : 

a. Entre A et B, puis entre D et Q_en fonction de m! , g, ctj et a. 2 . 

b. En C, puis en S en fonction de m , R et h. 

Quelle doit etre la relation entre h et R pour que le passager soit en etat « d’impesanteur 
artificielle » au point S ? Quel serait, dans ces conditions, la valeur du rapport entre la 
force d’inertie et son poids au point C ? Commenter. 



rrmm Champ de pesanteur et champ de gravitation 

Ce probleme etudie quantitativement la cor- 
rection sur le champ de gravitation du a la 
force d’inertie d’entrainement causee par la 
rotation de la terre sur elle meme. 

On assimile la Terre a une sphere parfaite. 

Le referentiel Ri represente par le triedre 
{O, x\, yi, zi} est en mouvement de trans- 
lation autour du Soleil, et on le considerera 
comme galileen. La Terre tourne sur elle- 
meme dans ce referentiel avec une periode 
Tg = 2tt / fi, ou Tg est la duree du jour side- 
ral. Le referentiel terrestre R{0, x, y, z} lie a 
la Terre tourne done avec la periode Tg autour 
de l’axe des poles Oz. 

Soit un point materiel M, immobile dans le referentiel terrestre R et repere en coordonnees 
spheriques par OM = r~u . Comme la repartition de matiere dans le globe terrestre est 
a symetrie pratiquement spherique, le champ de gravitation a aussi cette symetrie : 
G(M) = — (K Mr/r 2 )~u ou K = 6, 67.10 -11 U.S.I. et Mr est la masse de la Terre. 
Puisque R est un referentiel tournant, il n’est pas galileen et le point M est soumis, en plus 




42 



de la force de gravitation F (M) = mG{ M) a une force d’inertie d’entrainement it,' e (M). 
Le champ de pesanteur doit done tenir compte de F !( ,(M). 



1. En supposant M contenu dans le plan Oyz, exprimer ^(M) en fonction de G(M), de 
O, de r et de la latitude X de M . Evaluer le rapport des ordres de grandeur de Fj e (. M) par 
rapport a -F(M). Conclure. 

2. En faisant alors un developpement limite adequat, exprimer l’ecart relatif du a la 



rotation de la Terre sur la valeur de g, soit 



A? 




g(M) - G(M) 


g 




G(M) 



en fonction de O, de 



r, de la latitude X et de G(M). Comment varie cet ecart relatif avec r et avec la latitude ? 
Commenter. 

3. Exprimer de meme a l’ordre le plus has, l’ecart angulaire e entre la verticale (definie 
par^M)) et OM en fonction de fl, r, X et G(M). Commenter. 



Calculer numeriquement 



g 



et s pour X = 45° et r = 6 400 km. Commenter. 



Force d'inertie de Coriolis due a la rotation terrestre 

On etudie la force d’inertie de Coriolis subie par 
quelques objets en mouvement au voisinage de 
la surface terrestre; la troisieme partie, consa- 
cree a la deviation lors dune chute libre, per- 
met de rappeler la resolution d’un systeme de 
trois equations differentielles lineaires du pre- 
mier ordre couplees. Le repere {O, x, y, z} est 
appele repere tangent en O : il est lie a la Terre et 
tourne done avec elle. Oz est defini par la verti- 
cale du lieu (qui passe pratiquement par O) et le 
plan Oxy lui est perpendiculaire (Oy est tangent 
au meridien et Ox au parallele du lieu O) ; CO 
a la valeur du rayon de la Terre R = 6 400 km. 
co designe la vitesse angulaire de rotation de la 
Terre sur elle-meme. 

1. Soit un point M, de masse m, en mouvement a la vitesse V par rapport au referentiel 

terrestre ; on decrit son mouvement dans le repere tangent. Rappeler l’expression de la 

> 

force d’inertie de Coriolis_/; c (M) qu’il subit. 

> 

2. Mouvement de divers vehicules a la surface terrestre : donner l’expression de /’ c (M) 
en fonction de m, V, fl et X (dans l’hemisphere Nord). Indiquer sa direction et son sens, 
puis calculer numeriquement la valeur de cette force en un lieu de latitude 45° : 

a. Pour un wagon de masse m = 20 tonnes se deplafant du Nord au Sud le long d’un 
meridien a la vitesse de 300 km/h ; 
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b. Pour un avion de meme masse se deplacpant d’Ouest en Est le long d’un parallele a la 
vitesse de 600 km/h. Cette force depend-elle de l’altitude a laquelle vole l’avion ? 

3. Deviation lors d’une chute libre (deviation « vers l’Est ») : A t = 0, le point 
materiel M est lache sans vitesse initiale d’un point Mo de l’axe Oz, d’altitude h. Ecrire 
les equations differentielles en x{t), y(t), z{t) de son mouvement en tenant compte de la 
force d’inertie de Coriolis et en admettant que ~g est uniforme. 

a. Apres avoir integre les equations permettant de calculer dy/ At et dz/d/, etablir une 
equation differentielle en x{t) et l’integrer en tenant compte des conditions initiales. 

b. Supposant 12/ <C 1, montrer que x est proportionnel au cube du temps de chute. 
Montrer que y <C x. 

c. Exprimer alors la valeur de la deviation x due a la force d’inertie de Coriolis en fonction 
de h et de X, et la calculer pour h = 100 m en un lieu ou la latitude est 45° ; commenter. 

Forces centrales et potentiels newtoniens 

Les exercices proposes dans cette partie s’enchainent comme un probleme qui traite les 
mouvements dans des champs de forces centrales (pratiquement, l’ensemble constitue un 
cours) ; on aura avantage a les traiter dans l’ordre dans lequel ils sont proposes. 

Dans les exercices suivants, on utilisera les donnees astronomiques : 

Terre : rayon Rj- = 6 400 km ; masse Mr = 6.10 24 kg 
Lune : rayon 7?l = 1740 km ; masse Ml = 7.10 22 kg 
Soleil : rayon R$ = 7.10 s km; masse Mg = 2.10 J ° kg 
Constante de gravitation : K = 6, 67. 10 -11 U.S.I. 

Distance moyenne Terre-Lune : dj\ = 385 000 km 
Distance moyenne Terre-Soleil : (irs = 150. 10 6 km 



Lois de conservation. Energie potentielle effective 



1. Cas general : un point materiel M, de masse m est soumis a une force centrale 
F{r) = f(jyu r ou ~u r = ~r / Ill’ll avec ~r = OM. Son mouvement est decrit par 
rapport a un referentiel galileen. 

Montrer que le moment cinetique en O cFo du point materiel est une integrate premiere 
du mouvement (c’est-a-dire qu’il est conservatif). En deduire que le mouvement est plan. 
Montrer alors que l’energie mecanique est aussi integrale premiere du mouvement et peut 
s’ecrire en fonction de la seule variable r : 

1 / d r\2 

E{r) = -m f — j + W e ff(r) 



ou ILeff(r) s’exprime en fonction de Ep{r), m, C, r et de la constante des aires C = 

1 /dr 

Quel est son sens physique ? Quel est le sens physique de —m ( — 

2 V at 



l°o| 
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2. Cas de l’interaction gravitationnelle : l’interaction gravitationnelle donne lieu a 

YYlk. 

des forces centrales derivant dune energie potentielle E p (r) = (en adoptant la 

convention d’une energie potentielle nulle a l’inlini). Dans un champ de gravitation, k est 
toujours positif ( k = K.Mou K = 6, 67. 1CP 11 U.S.I etMla masse du centre attracteur). 
On supposera dans toute la suite que le centre attracteur de masse M est fixe en O. 

a. Montrer que W e s(r) presente un minimum W em pour une valeur de r qu’on notera r m . 
Calculer r m et W em en fonction de C, m et k. Representer la courbe donnant les variations 
de W e {f(r) en fonction de r. Dans quelle region est-il repulsif ? Discuter. Comment la 
position du minimum evolue-t-elle avec C? Quel est le sens physique de la position 

r = r m } 

b. Montrer que si l’energie mecanique est negative, le point M est confine dans une 
region limitee de l’espace comprise entre deux cercles de centre O, de rayons r\ et tq ; en 
termes energetiques, on dit que la particule est confinee dans un puits de potentiel entre 
deux barrieres situees aux distances r\ et r 2 du centre de force, ce qui correspond a des 
etats lies. 

c. Montrer que si l’energie mecanique est positive, la particule peut aller a l’infini. 
Discuter. 



Potentiels newtoniens 

L’energie potentielle d’une particule a pour expression : 

• E p (r) = , dans un champ de gravitation avec k = K.M, ou K = 6, 67. 1CP 11 U.S.I 

r r 

et M est la masse du centre attractif ; 

Clk 

• E p (r ) = — pour un champ electrique statique avec k = <2(1 / 4ttso), ou Q est la charge 
du centre qui peut etre attractif ou repulsif. 

1 . Proprietes generales du champ de gravitation : en vous basant sur la forme mathema- 
tique de chacune des interactions, dresser un tableau presentant les correspondances entre 
champ de gravitation et champ electrique statique : forces, champs, potentiels, proprietes 
du rotationnel et de la divergence, forme integrale du theoreme de Gauss, relation entre 
energies potentielles et potentiels. 

2. Champ de gravitation d’un astre a symetrie spherique a l’exterieur de celui-ci : etant 
donne un astre de rayon R, dont la masse M est repartie selon la symetrie spherique, 
calculer la valeur de G a l’exterieur de l’astre (a une altitude z), Go etant la valeur du 
champ a sa surface. Exprimer l’energie potentielle d’interaction d’une particule de masse 
m situee a l’altitude z. Discuter le cas ou z <C R. 

3. Champ de gravitation d’un astre homogene a l’interieur de celui-ci : en supposant 
maintenant que la masse volumique de l’astre est une constante p, calculer le champ de 
gravitation a l’interieur de l’astre. Commenter. 
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I?T?7?mrE Vitesse de liberation 

Soit une particule se trouvant a une distance r de O, en mouvement a la vitesse V. On 
appelle vitesse de liberation V/(r) de cette particule pour la distance r la vitesse minimale 
qu’elle doit avoir pour pouvoir s’echapper a l’infini. 

1. Calculer V/(r) en fonction de K, M, et r. 

2. Calculer numeriquement la vitesse de liberation de la Terre sur son orbite dans le 
champ de gravitation solaire. La comparer a sa vitesse de revolution autour du Soleil et 
conclure. 

3. Calculer numeriquement la vitesse de liberation d’un objet a la surface du globe dans le 
champ de gravitation terrestre. La comparer a la vitesse moyenne d’agitation thermique 
des molecules d’oxygene a 25 °C sous une pression de 1 atm. Conclure. 

4. Approche classique du trou noir : rayon de Schwarzschild d’un astre. On se place a la 
surface d’un astre de masse M donnee et de rayon R . Le premier postulat de la relativite 
restreinte impose une limite superieure a la vitesse de tout objet : v < c, ou c est la celerite 
de la lumiere dans le vide. 

a. Montrer que si R est inferieur a une certaine valeur R sc (rayon de Schwarzchild de 
l’astre) que l’on exprimera en fonction de G, M et c, rien ne peut s’evader de la surface de 
cet astre, y compris la lumiere. On dit que l’astre est un trou noir. 

b. Determiner le rayon de Schwarzchild du Soleil. 

c. Calculer la densite de matiere d’un trou noir se trouvant a la limite de Schwarzchild. 
La comparer a la densite de matiere nucleaire. Pourquoi le Soleil ne peut-il pas devenir 
un trou noir ? 



Lois de Kepler 

1. Cas general : montrer que la trajectoire d’un point materiel plonge dans un potentiel 
KmM . 

newtomen EJr) = est une comque dont le centre de force est un des foyers, 

r 

c’est-a-dire que son equation en coordonnees polaires peut se mettre sous la forme (l’axe 
polaire etant convenablement oriente) : 

P 

r = 

1 + e cos 0 

Calculer le parametre/> de la conique en fonction de la constante des aires C, de M et K. 
e est l’excentricite de la conique. Un choix correct du sens de l’axe polaire permet de se 
limiter a e > 0. 
e = 0 : cercle de rayon p. 
e = 1 : parabole. 
e > 1 : hyperbole. 

0 < e < 1 : ellipse. 

Exprimer l’energie mecanique du point en fonction de m, C, p, e ; commenter. 
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2. Trajectoires elliptiques : dans l’hypothese ou la trajectoire est fermee, trouver une 
relation entre le demi grand axe a,p, et e. Le perigee P correspond a la distance minimale 
a laquelle la particule s’approche du centre de force, 1’ apogee A a la distance maximale. 
Montrer que l’energie de la particule dans le champ de l’astre s’ecrit tres simplement en 
fonction de K, M, m et du demi grand axe a de l’ellipse. Commenter. 

Quelle relation simple existe-t-il entre les vitesses au perigee et a l’apogee Va et Vp ? 

3. Lois de Kepler : c’est historiquement a partir des lois de Kepler que les potentiels 
newtoniens sont entres dans la physique. 

l re loi : les orbites des planetes sont des ellipses dont le Soleil est un foyer. 

2 e loi : le rayon vecteur issu du Soleil balaie des aires egales pendant des durees egales. 

3 e loi : les carres des durees de revolution sont proportionnels aux cubes des grands axes 
des orbites. 

Commenter ces lois, apres avoir demontre la troisieme en toute generalite en vous servant 
des relations precedemment etablies. 



ITTfffffEEE Satellites circulaires 

1. Cas general ; satellites geostationnaires : calculer (en fonction de R, z, G 0 ) la vitesse 
V et la periode T d’un satellite de masse m suivant une trajectoire circulaire et gravitant a 
l’altitude z autour d’un astre de rayon R, de champ G 0 en surface, la repartition de masse 
de l’astre etant a symetrie spherique. Calculer numeriquement l’altitude d’un satellite 
geostationnaire terrestre. Retrouver la troisieme loi de Kepler dans ce cas particulier : 

(R + 

montrer que le rapport — — — s’exprime simplement en fonction de G 0 et R, puis de 
la masse du centre attracteur M et de K {m <C M) 

2 . Satellites de Jupiter : on donne les rayons des orbites r et les periodes T pour les 
quatre satellites galileens de Jupiter (decouverts par Galilee en 1610). En realisant un 
graphique, montrer que ces valeurs satisfont la troisieme loi de Kepler. En deduire la 
masse de Jupiter. 



Nom du satellite 


Distance de Jupiter en km 


Periode de revolution en j 


Io 


422 000 


1,769 


Europe 


671 000 


3,551 


Ganymede 


1 071 000 


7,155 


Callisto 


1 884 000 


16,69 



ITTWmEE Effets des frottements atmospheriques sur un satellite 

Un satellite gravite sur une orbite pratiquement circulaire, de rayon r autour d’un astre 
de masse M, de rayon R. II est de plus soumis a une force de frottement dependant 
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de sa vitesse : F(V) = —h(V) V ou h{V) est 
une fonction positive de V uniquement. On 
supposera cette force tres petite devant la force 
d’attraction gravitationnelle. 

1. Montrer que l’energie mecanique E du satel- 
lite dans le champ de pesanteur de l’astre dimi- 
nue a cause de la force de frottements. Exprimer 
dE 

—— en fonction de V et de h{V). 
at 

2. Quelle relation a-t-on entre la vitesse V et le 
rayon r? Quelle relation peut-on deduire entre 
dV dr 

— — et — ? Compte tenu de la relation etablie 
d^ d t 

dV 

au 1, exprimer — — en fonction de V et de h(V). 
at 

Comment varient Vet r ? Commenter. 




Diffusion coulombienne : deviation d'une particule a 
par un noyau d'or 

On etudie dans un referentiel galileen associe a un noyau d’or considere comme cible, de 
masse M et de charge Q = Zq n le mouvement d’une particule a, de charge ponctuelle q 
de masse m, soumise a la seule force coulombienne. La position de la particule est reperee 

par OM = O, centre des forces est la cible ; on pose k = 1 

4tteo 



1. Montrer qu’il est legitime de negliger les forces gravitationnelles devant les forces 
coulombiennes. 



2. En comparant qualitativement m etM, justifierl’ap- 
proximation consistant a traiter le probleme comme si 
la cible etait immobile. 

3. On repere le point M dans le plan de sa trajec- 
toire par ses coordonnees polaires r et 0. Montrer que 
r 2 © = C, constante. 

L’axe polaire etant oriente selon les conventions du 
schema, montrer que la particule a decrit alors une 
branche d’hyperbole dont l’equation peut s’ecrire : 



r(0) 



t 

cos 0 
cos (3 
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ou (3 est Tangle entre la direction de l’asymptote et l’axe polaire (0 < P < tt/2). Exprimer 

p en fonction de C, m. et k. On rappelle que l’excentricite de Thyperbole est e = . 

COS P 

4. Montrer que l’energie mecanique E de la particule a est aussi une constante du mou- 
vement et s’exprime tres simplement en fonction de m, k, C, e. Quelle est la signification 
physique du signe de E ? 

5. Exprimer C en fonction du parametre d’impact b defini sur le schema et de la vitesse 
initiale V 0 de la particule a (lorsque 0 tend vers P). Calculer alors tan P en fonction de m, 



k, b et V 0 . En deduire la formule de Rutherford donnant tan 




. Commenter le sens 



physique de cette formule. 



Oscillateurs 



Le sismographe pendulaire 

Ce probleme traite le regime permanent sinusoidal d’un oscillateur harmonique amorti 
par frottement fluide. Les notions qui y sont abordees se retrouvent dans de nombreux 
domaines de la physique fondamentale ; il est necessaire de bien les maitriser. 






en presence d'un 
tremblement de terre 



La partie sensible du sismographe pendulaire est une masse munie d’un index et dune 
tige. Cet ensemble de masse m, assujetti a se deplacer verticalement, est suspendu a un 
ressort de longueur a vide Iq, de constante elastique k. Le ressort est fixe en A sur un 
bati. La partie sensible (masse + index + tige) est par ailleurs reliee a un amortisseur qui 
exerce une force de frottement fluide f = —W ou V est le vecteur vitesse de la masse 
dans le referentiel lie au bati (done au sol). On pose : 

- GAYZ : referentiel galileen IQ du lieu ; 
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- Oxyz : referential Rs solidaire du bati et lie au sol. II est anime, sous l’effet d’un 
tremblement de terre, d’un mouvement par rapport au referential galileen du lieu. 

Un tremblement de terre est modelise en notation complexe par une vibration verticale 
harmonique de translation exprimee dans G XYZ : 

S(t) = Sq exp(ico/) (-So reel) 



ou S(t) repere le deplacement vertical du sol par rapport au referentiel galileen du lieu. 

* ho est la hauteur de l’extremite inferieure du ressort a vide par rapport au sol, sans 
tremblement de terre = 0). 

* hi repere la hauteur de la masse a l’equilibre par rapport au sol dans les memes conditions. 

* h(t) est la hauteur de la masse par rapport au sol a un instant quelconque. 



1. Trouver une relation entre m, g, k, ho, h\, au repos. 

2. Exprimer en fonction de m, S 0 , to, t , ~u y la force d’inertie d’entrainement, a ajouter aux 
autres forces dans le referentiel lie au sol (associe a Oxyz) en presence du tremblement de 
terre defini plus haut. 

3. On pose H(t) = h{t) — h\, grandeur qui repere le deplacement de la masse par rapport 
au repos dans Oxyz. Etablir l’equation differentielle en H{t) du mouvement de la masse 
en utilisant le principe fondamental de la dynamique dans le referentiel non galileen. 
Definir la pulsation propre «o et le temps de relaxation t. Indiquer leur sens physique. 

4 . Definir le regime permanent sinusoidal. Exprimer l’amplitude complexe H a (co) des 
vibrations de la masse en fonction de So, u>o, t, et w. Preciser le dephasage v|; entre S(t) et 
H{t). Commenter. 



5. 



Etude de la reponse en freq 



uence. 



a. A quelle condition le module de l’amplitude |// fl (co)| presente-t-il un pic? A quelle 
pulsation o) r cela se produit-il? Que valent alors le dephasage i|j r entre S(t) et H(t) et 
l’amplitude maximale \H a {u> r )\. Commenter. 

b. Discuter le comportement de la reponse |// fl (co)| et de i|i(co) a basse, puis a haute 
frequence ; quelle en est la signification physique ? 

c. Donner failure des deux types de courbes representant le module |//„(o))| et le 
dephasage i|<(a)) en fonction de w ; interpreter ces courbes. 

6. Limite d’un oscillateur faiblement amorti wot ^$> 1. Montrer que Q = gl>ot mesure 
(a l’ordre le plus bas) la valeur au pic de l’amplitude relativement a -So. Dans quelles 
conditions un phenomene analogue est-il rencontre en electricite ? 



1 , 

A quelle frequence w r se produit le pic en amplitude si Q S> 1 (a l’ordre 0 en — ). Ecrire 



l’equation permettant de definir les frequences de coupure, par \H a («)| = 



| H a (u> r 

~^VT 



et la 



resoudre. Donner l’expression des frequences de coupure en fonction de wq et Q, a l’ordre 



1 en — . En deduire l’expression de la largeur du pic en fonction de coq et Q. Commenter. 
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7. L’etude du spectre de Fourier des vibrations sismiques montre que leurs periodes 
se repartissent sur une gamme qui va de 0,1 s a 100 s. En fait, l’essentiel de l’energie 
transported par des ondes longitudinales, assez loin de l’epicentre, est dans le domaine 
de periode allant de 1 s a 10 s. On souhaite une reponse uniforme de l’appareil dans la 
gamme de frequence correspondante. Quel regime de fonctionnement doit-on choisir? 
Quel en est l’inconvenient majeur? Comment doit-on choisir la masse ? 



Modele du dipole oscillant 

Ce probleme requiert la connaissance des regimes libre et permanent sinusoidal d’un 
oscillateur ; il developpe un modele classique de polarisation atomique et d’interaction 
matiere rayonnement qu’il est necessaire de connaitre. 

Un atome neutre comporte Z electrons de masse m, de charge q = — e, et un noyau de 
masse M 3 > m. Ce dernier est suppose immobile et se trouve au point O. On repere 
par OM = ~r la position d’un des electrons. Pour un atome isole, la symetrie impose 
a la position moyenne d’un electron d’etre nulle : ( r ) = 0 . Cette situation peut etre 
obtenue de maniere stable si l’electron est soumis a une force centrale de rappel elastique 

F c = —ITr et a une force d’amortissement f = —mV — — . 

L J Aj. 



1. Ecrire l’equation differentielle en "r* satisfaite par l’electron lorsque celui-ci est soumis, 
en plus des forces definies ci-dessus a une force exterieure F . Delinir la pulsation propre 
coo de l’oscillateur constitue par l’ensemble de l’atome et de l’electron. 

2. Regime statique : on s’interesse a revolution du dipole electrique ~p associe au 
deplacement d’un seul electron de l’atome : p = q~r . Exprimer en fonction de T, coo, 
E , q et m, l’equation differentielle a laquelle obeit ~p lorsque la force F est due a un 
champ electrique exterieur E . 

3. Regime transitoire : a t = 0, le champ E passe instantanement de 0 a Z'o constant 
(figure suivante). On cherche le comportement de p pour t ^ 0. 

a. Montrer qu’il existe une solution particuliere stationnaire (po independante du temps) 
de l’equation differentielle obtenue. Exprimer alors, en fonction de q, m, a>o, la polarisa- 
bilite statique ao definie par po = oloEq. 



b. Dans l’hypothese oil T < wq et en negli- 

/ r \ 2 

geant les termes d’ordre — devant 1, 

V«o ) 

ecrire (en revenant a une expression reelle) 
revolution de p en fonction du temps (et 
de T, wo et po) supposant que ~p = 0 et 

\ = 0 a t = 0. Selon quel regime le 




E 




E 0 






0 ’ 
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moment dipolaire atteint-il la valeur po ? Quelle est la duree caracteristique de ce regime 
transitoire ? Quelle est la grandeur physique qui determine cette duree ? Expliquer. 

4. Reponse harmonique : le champ electrique est maintenant sinusoidal de pulsation w : 

£ = £^e iw/ 

a. Calculer le dipole ~p induit en regime permanent par le champ E . Exprimer la 
polarisabilite complexe a(oo) (fonction de reponse au champ electrique) definie par 
~p = a(ca)£oe im/ en fonction de w, a>o, T et ao. Tracer la courbe donnant failure 
des variations de |a(w)| en fonction de co dans l’hypothese ou T <C «o ; expliquer le sens 
physique de ces variations. Quel est la signification physique de Arg(a(co)) ? Tracer la 
courbe donnant failure des variations de Arg(a(o>)) en fonction de a> ; discuter. 

b. On pose a = a r — ia,- (ou a r et oy sont reels). On ecrira par ailleurs : 

~p = |a(o))| e^e”' 



En revenant aux grandeurs physiques reelles, ecrire f expression de la puissance instantanee 
P{t) fournie par le champ electrique a f atome. Definir sa valeur moyenne sur une periode 
(. P{t )) T , puis la calculer en fonction de to, Eq et de a;.Commenter. Que devient, dans le 
cadre du modele utilise ici la puissance fournie par le champ electrique a f atome ? 

c. On s’interesse a ce qui se passe au voisinage de too : on note f ecart a la pulsation propre 
A = to — too et on suppose que |A| <C too- Ecrire une expression approchee plus simple 
pour la polarisabilite a en negligeant A devant too. Exprimer a r et a; en fonction de ao, 
too, r et A. Representer les variations de a r et a,- en fonction de A. Quel est le profil de 
a ,■ ? Montrer alors que la valeur moyenne (P(t)) T peut s’ecrire : 



(P(t)) T 



Po x 



1 



4A 2 



+ 1 



ouPo est fonction de too,£o> T, etao- Comment varie (P(/)) T en fonction de A. Expliquer 
la signification physique de ces resultats. 



Chocs 

Cette partie requiert les notions de mecanique des systemes, en particulier la reduction 
canonique du probleme a deux corps pour f etude des chocs dans le referentiel barycen- 
trique. 



ITfWfftn Coefficient de restitution : chocs unidimensionnels 

Lors d’un choc, f ensemble des deux particules concernees peut en general etre considere 
comme isole car les forces qui s’exercent entre elles lors du choc sont tres grandes devant 
les autres forces exterieures (puisqu’elles s’exercent pendant une duree « extremement 
courte »). 
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On appelle coefficient de restitution en vitesse le rapport de leurs vitesses relatives avant 
et apres le choc. On supposera le choc unidimensionnel. Si on appelle V\ et V 2 , les 
vitesses respectives avant le choc, V{ et V 2 , les vitesses apres le choc dans le referentiel du 
laboratoire, on a : 



e = 

Les vitesses sont algebriques. 



\Vx-V 2 ) 



n 

V 



1. Calculdes vitesses dans le referentiel du laboratoire i?i a b, suppose galileen : quelle(s) 
grandeur(s) se conserve(nt) au cours du choc? exprimer V\ et V' 2 en fonction de V\, V 2 , 
m\, m 2 et e. 

2. Calculer la variation d’energie cinetique du systeme au cours du choc en fonction de 
El, V 2 , m\, m 2 et e. 

3. Examiner les cas des chocs elastiques et des chocs mous. 

4 . Examiner le cas d’une reaction exothermique. 



Phenomene d'agregation (collage) 

Un objet P (cela peut etre, par exemple un asteroide) de masse initiale Mq et de vitesse 
initiale Vo traverse une region de l’espace ou se trouvent des objets C plus petits et 
immobiles, de masse m. A chaque fois que P entre en collision avec une cible C, le choc 
est mou. On note V n la vitesse de l’objet juste apres le choc numero n et M n sa masse. 
Les chocs sont unidimensionnels. 





avant 


apres 


choc n°1 


P (M 0 ) f ) » O C(m) 


V’y 

P (M,) ( jO ► 









1. Rappelerla (les) loi(s) de conservation pour un tel choc, en precisantle systeme etudie. 

2. Calculer V\ en fonction de Vo, Mq et m ; calculer V 2 en fonction de V\, Mo et m. 

En deduire l’expression de V 2 en fonction de Vq, Mq et m. En etudiant le choc N° n, 

exprimer V n en fonction de F„_i, Mq et m. Deduire de ce qui precede l’expression de V n 

en fonction de Vq, Mq et m. 

m 

3. On pose a = . Ecrire V„ en fonction de Vo et a. Comment varie V n avec n (a etant 

Mq 

fixe) ? Calculer le nombre W 1/2 de chocs necessaires pour que la vitesse de P soit egale a la 
moitie de sa vitesse initiale. Quelle est alors la masse de P ? Commenter. A.N. a = 0,001. 

4 . Calculer l’energie cinetique E z {n) de P apres le choc N° n en fonction de l’energie 
cinetique initiale 2? c (0)> de Mq, m et n. Ecrire E c (n) en fonction de -E c (0), n et a. Comment 
varie E c (n) avec n a a fixe ? Quel est le sens physique de ce resultat ? 
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ITrfflffFTiE Collisions elastiques en mecanique classique 



Un projectile N de masse m de vitesse Vo par rapport au referentiel du laboratoire i?i a b 
heurte une cible C de masse km au repos dans i?i a b. Le vecteur vitesse FQ du projectile 
apres le choc n’est pas forcement colineaire a Vo ; on se propose de calculer l’energie cine- 
tique moyenne du projectile apres le choc en moyennant sur toutes les directions possibles. 
II est beaucoup plus commode de faire ce calcul dans le referentiel du centre de masse 
(ou barycentrique) i?ba- On appelle Vq le vecteur vitesse du centre de masse du systeme 
{IV, C} par rapport a i?i a b, et on notera «n, uq, ' ,uq' les vecteurs vitesses du projectile 
et de la cible respectivement avant puis apres le choc par rapport au referentiel Rba- 

1. Relations generates 

a. Calculer Vq , et uq en fonction de Vq et k. Montrer qu’on a une relation tres simple 
entre «n > «c et k. 

b. Quelle equation relie ™c' et k} 

c. Le choc est de plus suppose elastique ; montrer alors qu’on peut en deduire une relation 
entre 1 1 «n 1 1 et 1 1 mn , 1 1 , puis entre 1 1 uq \ | et 1 1 uq ' \ \ . 

2. Energie cinetique moyenne du projectile apres le choc 

a. On note a l’angle entre les directions de Vq et de u ^' ; c’est la deviation mesuree dans 
le referentiel du centre de masse. Exprimer l’energie cinetique £Q(N/i?i a b) du projectile 
apres le choc par rapport au laboratoire en fonction de son energie cinetique initiale 

E 0 = -mVq, de k et de a. Que peut-on dire du rapport entre £^(N /Ri a b) et Eq ? 

b. Toutes les directions sont permises dans R b a ; on admettra de plus que la repartition de 
Tangle de deviation est isotrope dans R b a . Justifier l’expression de la valeur moyenne de 
l’energie cinetique du projectile apres le choc par rapport au laboratoire : 



(E' C (N/R hh )) = ~ Eq(N/ Rj ab ) sin ada 

Jo 

Montrer que la valeur moyenne de lenergie cinetique E\ du projectile apres un choc 
s’ecrit E\ = r|£o» ou le facteur d’efficacite du ralentissement T| ne depend que de k\ 
le ralentissement est d’autant plus efficace que tq est faible. Tracer Tallure de la courbe 
donnant les variations de T| en fonction de k. Commenter. 

3. Cas ou la cible est plus legere que le projectile : k < 1 

Les diagrammes de collision permettent de representer l’ensemble des lois de conservation 
au cours d’un choc ; on les construit de la maniere suivante. 

Le lieu des extremites des vecteurs vitesse 1?^ du projectile dans i?ba apres le choc est un 
cercle de rayon r et le lieu des extremites des vecteurs vitesse ~u'q de la cible dans Rba est 
un cercle de rayon 1. Que vaut r pour un choc elastique ? Le vecteur Vq est parallele a 
l’axe Oz. a repere Tangle entre Vq et ~u'^ et peut varier de 0 a 2 tt. 

Representer «n> “c> ”“c et Qt • Tracer alors les vecteurs vitesse V^, V^ et V' c 

dans le referentiel du laboratoire. Montrer alors que si k < 1, Tangle de deviation D du 
projectile, mesure dans le laboratoire est obligatoirement inferieur a une certaine valeur 
Anax ne dependant que de k . Commenter. 
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4. Cas ou la cible est plus lourde que le 
projectile : application a la thermalisation 
des neutrons. 

Tracer le diagramme de collision pour k>l, 
et montrer qu’il n’existe pas de borne supe- 
rieure de la deviation D mesuree dans le 
referentiel du laboratoire. 

La section efficace de fission de 
depend tres fortement de l’energie du neu- 
tron incident et presente des valeurs tres 
elevees lorsque cette energie se situe dans 
la gamme [0,002 eV; 0,5 eV]. On parle de 
neutrons thermiques. Or dans un reacteur nucleaire, l’energie cinetique des neutrons 
immediatement produits par la fission est de l’ordre du MeV. Les conditions pour qu’une 
reaction en chaine se produise en regime permanent sont complexes. Quoiqu’il en soit, 
il est clair que les neutrons emis par une reaction de fission doivent etre ralentis pour 
produire de nouvelles fissions. 

Apres n chocs, l’energie cinetique moyenne du neutron est E n = y\ n Eo. Calculer le 
nombre de chocs necessaires pour qu’un neutron d energie Eq = 2 MeV produit par une 
fission devienne thermique ( E n = 0,05 eV), dans les cas des noyaux 1 H, 2 H, 12 C et 16 0. 
Commenter. 

Mecanique des systemes et du solide 

ITfgrni Mouvement d'une moto (ou d'une mobylette) 

Ce probleme est construit de maniere a aborder l’ensemble des methodes habituellement 
utilisees pour resoudre un probleme de mecanique du solide. II permet, en outre de 
comprendre le role des frottements entre le sol et les roues dans la propulsion d’un 
vehicule. On y retrouve de faqon simple plusieurs resultats familiers dans le domaine du 
comportement des vehicules motorises. 

On etudie le mouvement rectiligne sur un sol horizontal d’une moto, de masse totale M 
avec le conducteur et dont les articulations sont parfaites : on suppose done le systeme 
{moto + conducteur} rigide. Les deux roues sont identiques, assimilables a des anneaux 
parfaits homogenes de masse m et de rayon R. Seule la roue arriere est motrice ; g est 
l’intensite du champ de pesanteur terrestre. Le referentiel terrestre R t suppose galileen est 
muni du repere absolu {O, iT x , u y , iT z } , et on designera par R^ le referentiel barycentrique 
relatif au systeme S {moto + conducteur} de centre d’inertie G. 

La moto demarre, et on suppose que les roues roulent sans glisser sur le sol. S avance a 
la vitesse V = ViT x par rapport au sol ( V > 0). On considere d’autre part que les roues 
sont les seules parties en rotation du vehicule. On neglige done l’energie cinetique et le 
moment cinetique associes a la rotation du moteur et des organes de transmission. 
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1 . Calculer, dans le referential R t , en fonction de M, m, R, V : 

- la vitesse angulaire des roues (To = oo u y ) dans l’hypothese du roulement sans glisse- 
ment. 

- lenergie cinetique de la moto ; 

- la quantite de mouvement ~p et le moment cinetique en G, <tg de S. 

Durant la phase de demarrage, on applique sur la roue arriere un couple de moment 
constant T = Yu y , T > 0 (qui tend a faire tourner cette roue dans le sens des aiguilles 
d’une montre sur le schema.) 

2 . Calculer l’acceleration ~a = atT x de la moto en fonction de M, m, R, T en utilisant le 
theoreme de l’energie cinetique. 

3. On appelle 7\ = T\iT x la composante tangentielle de la reaction exercee sur la roue 
arriere par le sol et N\ = N\iT z la composante normale de cette reaction. T2 = T2 u x est 
la composante tangentielle de la reaction exercee sur la roue avant par le sol, N2 = 

sa composante normale. Dans le cas general, on prendra T\, 1 \,N\,N 2 algebriques. 

a. Ecrire le theoreme du moment cinetique pour le sous systeme {Roue avant} puis pour 
le sous systeme {roue arriere}, et en utilisant les resultats precedents, exprimer T\ et T2 
en fonction de M, m, R, et T. 

b. Ecrire le theoreme de la resultante cinetique (relation fondamentale de la dynamique) 
applique au systeme S . Compte tenu des relations du a), calculer a, puis T\ et T2 en 
fonction de M, m , R et T. 

c. Apres avoir applique le theoreme du moment cinetique en G pour le systeme S, 
exprimer TV) et N2 en fonction de M, m , T, g , R, h et D. Interpreter le sens physique de 
la difference observee entre N\ et N2 ; comment cette difference varie-t-elle avec T ? En 
quoi cela correspond-il a votre experience des voyages en deux roues ? A quoi correspond 
le cas ou = 0 ? 

4. On designe par fo le coefficient de frottement pour le contact sol-roues. 
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a. A quelle condition sur T la roue arriere ne patinera-t-elle pas ? (Mouvement de la moto 
sans glissement de la roue arriere). Commenter le sens physique de ce resultat. 

b. Sur une route enneigee, lors d’un demarrage a vitesse de rotation du moteur fixee, on 
constate que la roue motrice qui « patine » en premiere roule sans glisser si on adopte un 
rapport superieur de la boite a vitesse. Pourquoi ? 



Mouvement d'une bille sur un plan incline 



La resolution de ce probleme requiert la 
connaissance des lois du frottement, la 
notion de roulement sans glissement et les 
theoremes fondamentaux de la mecanique 
du solide dans un referentiel galileen. 

Une bille homogene, de masse m, de rayon 
r est placee sur un plan incline d’un angle a 
sur l’horizontale ; on appelle f le coefficient 
de frottement entre la bille et le plan. Son 
centre d’inertie G est en mouvement recti- 
ligne selon la ligne de plus grande pente du plan incline et est repere par l’abscisse xq. Son 
mouvement de rotation dans le referentiel barycentrique ne comporte pas de pivotement ; 
la rotation se fait autour d’un axe passant par G et parallele a Oz et est reperee par l’angle 




dO 

4>. On posera to = — — ; noter que le produit vectoriel impose ici le sens positif pour to : 
at 

co est negatif si la bille descend. 

1. On decompose la reaction du support sur la bille en une composante normale N et 
une composante tangentielle T . On notera algebriquement leurs projections N et T. 
Expliciter les trois equations, dont deux equations differentielles en xq et c(), obtenues a 
partir des theoremes fondamentaux de la dynamique. 

2. Roulement sans glissement 

a. Ecrire la relation entre xq et $ dans le cas ou la bille roule sans glisser sur le plan. 

b. Determiner le mouvement de G. 

c. Calculer N et T en fonction de m, g et a, puis montrer que le roulement sans glissement 
n’est possible que si a est inferieur a une certaine valeur a/. 

d. On lache la bille sans vitesse initiale a t = 0, l’abscisse de G etant nulle. Calculer xq en 
fonction du temps. Calculer Tenergie cinetique de la bille en fonction de m et de Vq = xq, 
puis la variation d’energie cinetique de la bille entre t = 0 et t en fonction du temps. 
Calculer par ailleurs le travail du poids entre t = 0 et / en utilisant Tequation horaire. 

En appliquant le theoreme de l’energie cinetique, en deduire le travail des forces de liaison. 
Que peut-on dire du travail des forces de liaison lorsque Ton a roulement sans glissement ? 

3. Cas ou a > ot/ 

Calculer l’acceleration de G, puis l’acceleration angulaire de la bille en fonction de f, g, r et 
a pour a > a/. Tracer Involution de l’acceleration de G en fonction de sin a ; commenter. 
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BiffflffiKEl Equilibrage statique d'un solide mobile autour d'un 
axe fixe 



II s’agit d’etudier l’equilibre d’un solide dans un referentiel non galileen en rotation. 

Un cylindre homogene, de rayon R, de masse M, de hauteur h est mobile autour d’un axe 
OZ fixe parallele a son axe de revolution mais qui ne passe pas par son centre de gravite ; 
on appelle a la distance entre OZ et G. Deux paliers A et B situes a la distance L de 
chaque extremite du cylindre assurent la fixite de l’axe de rotation. On peut travailler soit 
dans un referentiel fixe galileen R g muni d’un repere {OAYZ} qui lui est lie, soit dans un 
referentiel R muni d’un repere {Oxyz} tournant avec le cylindre (G est sur Ox). 





1. Determiner les composantes des reactions 7 ?a> et R% a l’equilibre lorsque le systeme 
ne tourne pas ; commenter. 

2. Determiner, en travaillant dans le referentiel tournant {O xyz} les composantes des 
reactions 7 ?a> et 7 ?b subies par les paliers lorsque l’ensemble tourne a la vitesse angulaire 
constante co. 

A.N. R = 30 cm \ h=lm\ L = 2 cm ; a = 0,1 mm ; rotation a 3 000 tours/min pour 
un cylindre en acier (densite : 8,7). Commenter. 



Realisation d'accelerations constantes 

II s’agit d’etudier la dynamique d’un systeme deformable. Cet exercice, tres simple dans 
son principe, permettent de clarifier deux notions qui posent souvent probleme : a) La 
notion de sous systeme et b) Les problemes de signe lies a la projection de la relation 
fondamentale de la dynamique. 
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1. M est en mouvement sur un plan horizontal (on negligera tout frottement) 



(S,) 




Le solide Si de masse M peut glisser d’un mouvement de translation sans frottements sur 
le plan horizontal. La masse est en translation verticale. La poulie, mobile autour 
d’un axe horizontal a un moment d’inertie J par rapport a celui ci et un rayon r. 

Calculer l’acceleration de la masse Me n fonction de m, M,J, r et g. Commenter. 



Mouvement d'une fusee a un etage 

Ce probleme permet de comprendre la propulsion par reaction. II met en oeuvre l’utilisa- 
tion de la relation fondamentale de la dynamique pour un systeme deformable en faisant 
un bilan de quantite de mouvement entre deux instants voisins. 

Une fusee dont on designera la masse a l’instant t par m fonctionne en ejectant des gaz 

— > dm 

a une vitesse u constante par rapport a la tuyere, avec un debit constant D = — — 

d/ 

(positif). 

1 En etudiant la variation de quantite de mouvement entre les instants t et t + dt d’un 
systeme convenablement choisi, etablir l’equation du mouvement de la fusee en presence 
de forces exterieures de resultante f , en fonction de ~u , f , D, m et de son vecteur vitesse 
V {t). Comment peut-on definir la poussee du reacteur? 

2. La fusee de masse totale ( M + m o) a t = 0 est placee sur son aire de lancement. La 
masse initiale de propergol est et la masse de l’ensemble de la structure est M. A quelle 
condition peut-elle decoller du pas de tir ? 

3. La condition de decollage etant realisee, et la fusee en translation verticale, exprimer 
sa vitesse Vf lorsque la totalite du propergol est consommee en fonction de M, mo,u,g et 
D, en negligeant la resistance de fair. Commenter. 

4. Calculer alors l’altitude Zf atteinte par la fusee lorsque tout le propergol est consomme 
en fonction de M, mo,u,getD ; discuter ce resultat en fonction des differents parametres. 
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Mecanique des fluides 



Forces subies par des murs de barrages verticaux 

Cet exercice est une application directe de la rela- 
tion fondamentale de l’hydrostatique pour un fluide 
incompressible. 

1. Calculer la force resultante exercee par l’eau sur 
le mur vertical rectangulaire ABCD dans le cas du 
reservoir suivant : 

2. Meme question dans le cas ou le mur vertical est semi-circulaire ; Conclure. 
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Densimetre 

Cet exercice est une application directe de la pous- 
see d’Archimede. 

Un densimetre de masse M comporte un tube 
cylindrique ferme, de masse m, de longueur L et de 
section S, leste a sa base par du mercure enferme 
dans une ampoule en verre de volume Vo- On le 
plonge dans un liquide de masse volumique p, et 
lequilibre est obtenu lorsque la partie immergee 
du tube a une hauteur x. Etablir la relation entre p 
et x. La graduation en densite est-elle lineaire ? 




Tension arterielle ; influence de ('acceleration d'iner- 
tie. 

Dans la seconde partie, on etudie la relation fondamentale de l’hydrostatique dans des 
referentiels acceleres. 
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La pression arterielle (moyenne) au niveau du coeur est superieure de 100 mm Hg a la 
pression atmospherique. On prendra un individu tel que : 
distance pieds-cceur : hp = 135 cm 
distance tete-coeur : hj = 45 cm 

1. Cal culer la pression hydrostatique au niveau du cerveau et des pieds dans les cas 
suivants : 

- Individu debout a la surface de la terre ; 

- Individu « la tete en bas, les pieds en fair », les mains posees a la surface terrestre. 

2. Les pilotes de chasse sont soumis, lorsqu’ils effectuent des virages serres a grande vitesse 
a des accelerations apparentes pouvant atteindre plusieurs fois le champ de pesanteur g. 
Expliquer qualitativement ce phenomene. Les effets de ces accelerations sur la circulation 
sanguine provoquent des troubles connus sous les noms de « voile rouge » ou « voile noir ». 
Calculer la pression hydrostatique au niveau du cerveau et des pieds dans les deux cas 
suivants, puis commenter ces resultats. 
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premier cas 


second cas 


vitesse de I'avion : 350 m/s 


vitesse de I'avion : 350 m/s 


rayon du virage : 3,062 km 


rayon du virage : 6,125 km 



g) Fluide en equilibre dans un referentiel tournant 



Un recipient cylindrique, de rayon R, 
contient un fluide parfait de masse volu- 
mique p sur une hauteur h. II tourne autour 
de son axe de revolution, vertical, dans le 
champ de pesanteur uniforme g a la vitesse 
angulaire constante to. Trouver le profil de 
sa surface libre a l’equilibre. 



surface 





en rotation 
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SOLUTIONS 




Q 1. Absence de tout frottement : le sys- 
teme etudie est le wagon, et le referentiel 
dans lequel on etudie son mouvement est 
galileen. Le theoreme du centre de masse 
nous apprend que le mouvement de son 
centre d’inertie note M est le meme que 
celui d’un point materiel qui serait dote de sa masse totale et soumis aux memes forces 
exterieures. On etudie done le mouvement de ce point. 

Les deux seules forces qu’il subit sont : 

- Force a distance : poids m~g 

- Force de contact : reaction du support R 

Le bilan des forces est presente sur la figure ci-dessus. Puisqu’il n’y a aucun frottement 
de contact, R ne travaille jamais, done sa puissance R.V est nulle a tout instant; la 
direction de R est done normale au plan incline, puisque V est parallele a Ox. La relation 
fondamentale de la dynamique s’ecrit : 



'g 



+ R = 



ou ~a est l’acceleration de M, ce qui donne en projection sur les axes Ox et Oy : 
R = mg cos a et x = gsina. Le mouvement du wagon est a acceleration constante. 
Compte tenu des conditions initiales, on a : 

x = 2 (^ sina ) f2 



2. a. La reaction du support R travaille lorsque M se deplace ; elle a done une composante 
tangentielle Rj, contenue dans le plan incline et une composante normale R n- La figure 
ci-dessous presente le bilan des forces, lorsque le wagon est suppose descendre la pente. 
II importe de bien comprendre que le frottement solide est un phenomene a effet de seuil 
(done non lineaire). Les lois de Coulomb du frottement solide de glissement imposent 
que : 






</ 









= / 






et Rj et V 



* Si le solide glisse avec une vitesse de glissement V , alors 

sont colineaires avec Rj.V <0. Cette derniere relation exprime que le travail du a des 
forces de frottements est resistant. 

Tant que l’angle a est inferieur a une certaine valeur limite, le wagon est immobile ; en 
dessous du seuil de glissement, la force de frottement solide « s’ajuste » de maniere a ce 



que m~g + Rj + R n = 0 , pourvu que la contrainte 












soit satisfaite avec 
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V = 0 . En projetant R sur les axes, on a alors = mg cos a et Rj = mg sin a, ou 
Rt et sont comptes arithmetiquement. 

La relation fondamentale de la dynamique m~g + Rj + An = m~a conduit en projection 
a : 

Rt 

= mg cos a et 

II est facile de voir que le wagon glissera 
a condition que mg sin a > Rj, en tenant 
compte de la contrainte due au glissement, 

Rt = fRn = fmg cos a. Le wagon se met 
done a glisser des que mg sin a > fing cos a, 
e’est-a-dire des que tan a > f. 

La condition de glissement tan a > f etant 
realisee, on a x = g (sin a — f cos a), qui est strictement positif. 

b. Si M est lache de O sans vitesse initiale, on a x = -g (sin a — f cos a) t 1 ; 
mouvement est rectiligne uniformement accelere. 




son 



c. Le wagon est lance vers le haut de la pente avec une vitesse de valeur Va et parallele a 
Ox depuis un point A distant de O de L ; pendant la phase ou il remonte la pente, x < 0 
et la projection du principe fondamental sur l’axe Ox s’ecrit : 

m'x = mg sin a + Rt 

avec Rt = jR\i = fmg cos a tant que sa vitesse ne s’annule pas. L’ acceleration vaut done 
x = g (sin a + f cos aj ; cette relation s’integre en : 



= -g (sin a +f cos a) f 2 — Va t + L 



Le wagon s’arrete lorsque x = 0, a = 



La 



n 



g (sin a + f cos a) 



, en un point S d’abscisse 



x s — L / . . 

2 g (sin a + f cos a ) 

Ce dernier resultat se retrouve plus commodement en appliquant le theoreme de l’energie 
cinetique au point M entre A et S : 



0 — = WA^s(m~g) + Wa-^s(Rt) = — 



AS 



mg sin a 



AS 



.Rt 



avec 



AS 



= L — x s, d’ou on tire 



1 



— mV^ = {L — xs)(»zg'sina + fmg cos a) 

Ce qui redonne bien la valeur de xs obtenue a partir de l’equation du mouvement. 

Le produit scalaire ~a . V = g (sin a + f cos a) ( (sin a + f cos a) t — Va) etant negatif 
pour t < le mouvement est decelere. 
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Pour t > ts deux cas sont a considerer : 

- tan a < f : le wagon reste immobile en S ; 

- tan a > f : le wagon repart en sens inverse : II redescend la pente avec une acceleration 
3 : = g (sin a — f cos a) . 



3. a. k est homogene a [M] [X 1 ] 1 . La relation fondamentale de la dynamique s’ecrit 

m~g + R — kV = m~a , ou R est perpendiculaire au plan incline, ce qui donne, 

en projection sur les axes Ox et Oy : R = mg cos a et nix = mg sin a — kx. Une 
m 

constante de temps t = — apparait naturellement dans l’equation differentielle (lineaire) 



du mouvement : 
En posant V = 



x + —x = g sin a 

x, on cherche a resoudre lequation du premier ordre relative a la vitesse : 



V + -V = g sin a 



Le wagon atteint une vitesse limite V/ lorsque V = 0, c’est-a-dire V/ = gTsina; c’est 
une solution particuliere de l’equation avec second membre. 



3.b. Lequation sans second membre V + - V = 0 a pour solution generale V = Ce T . 

T 

La solution de l’equation differentielle du mouvement relative a la vitesse s’ecrit comme 
la somme de la solution generale de l’equation sans second membre et dune solution 
particuliere de lequation avec second membre. 

Compte tenu des conditions initiales V = 0etx = 0a/ = 0, on a: 



V = Vi 1 - e 



d’ou on tire x = V/ ( t + t 



t 

T — 1 



Lorsque t, F ~ gt sin a : La vitesse a un comportement asymptotique lineaire en 
temps, ou l’acceleration est celle du mouvement sur un plan incline, sans frottements. En 
effet, on se trouve dans des conditions dans lesquelles la vitesse est si faible que la force 
de frottement fluide est negligeable devant la pesanteur. 

Lorsque t t, V ~ ^Tsina : Le mouvement est rectiligne et uniforme de vitesse 
V/ : Lorsque la vitesse limite est atteinte, la force de frottement fluide et la pesanteur se 
compensent. 



3.c. Compte tenu de la condition initiate 
V = Vo a t = 0, on a : 

V = ( Vq — gr sin a) e~ T + gT sin a 

La figure ci-contre montre revolution de la 
vitesse en fonction du temps pour Vo = 0 
3 

(trait fonce), Vo = -V/ (trait plein fin) et 
Vq = — - Vi (trait pointille) ; il est facile de 
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montrer que t est donne par l’intersection de la tangente a l’origine dans le cas ou Fo = 0 
avec la droite horizontale correspondant a la vitesse limite (c’est faux pour les autres cas). 

4. La relation fondamentale de la dynamique s’ecrit m~g + Rj + R n — k V = m~a . En 
la projetant sur les axes, on obtient, supposant la condition tan a > f verifiee et x > 0 : 
Z?N = m g cos a et done nix = mg sin a — fmg cos a — k'x, soit 

x + -x = g (sin a — f cos a) 

La vitesse limite Vj = gt (sin a —f cos a) est inferieure a celle calculee au § 3.b, du fait 
des frottements solides supplementaires. 



1. Le point M est repere en coordonnees cylindriques par OM = p ~Up + zi 



L’helice decrite est une courbe d’equations 






. Le point M descend si co = 0 > 0 



z = -b§ 

La vitesse sur cette courbe a pour expression, en coordonnees cylindriques : 
V = p ii^ + p0«e + = R&ut ~ bixiut 



Comme la derivee d’un vecteur unitaire (u%) par rapport a son angle polaire 0 est un 
vecteur unitaire qui lui est directement perpendiculaire, (— on en tire directement 
l’acceleration : 

~a = —Rm 2 H^ + — biiiu^ 



2. La relation fondamentale de la dynamique appliquee au point materiel s’ecrit 
m~g + F = m~a , ce qui donne les expression suivantes des composantes radiale, 
orthoradiale et azimutale de F : 

F p = —rnRto 2 
< Fq = mR(j> 

F z — mg = —mbiti 

Ce systeme ne peut evidemment pas etre integre directement, puisqu’a priori les trois 
composantes des forces peuvent etre des fonctions du temps. 

C’est l’absence de frottements qui permet d’obtenir une relation supplementaire. La force 
de liaison F ne travaille pas si sa puissance est nulle, ce qui se traduit par F . V = 0, W, 
e’est-a-dire : 

F . V = (FpM^ + Fquq + F Z H (i?a>«9 — b(xiu^j = 0 



ce qui impose done : 



RFe = bF z 



3. Compte tenu de l’expression des composantes de F tirees de la relation fondamentale 
de la dynamique et de l’absence de frottement, on a : 



dco 

mR 1 —— = b 
d t 



dw 

mg — mb—— 
at 
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SOlt 



dco 

dt 



g-, 



(. R 2 + P) 

L’ acceleration angulaire autour de Oz est constante, done z aussi. Les conditions initiales 
conduisent a : 

1 b 2 2 

Z = —bB = g -. — -^-tr 

2* ( R 2 + b 2 ) 

Le comportement de z montre que tout se passe comme si on avait une acceleration 
azimutale egale kg pondere par un facteur geometrique -r- qui n’est fonction 




que du rapport entre le rayon de l’helice et le pas (divise par 2 tt), a savoir une fonction 



lorentzienne en ( — 



II est clair que ce facteur etant toujours inferieur a 1, l’acceleration azimutale a toujours 

une valeur inferieure a g. On retrouve la chute libre de direction verticale pour * 0 

(helice de rayon negligeable devantle pas), etle cercle horizontal pour lequel l’acceleration 

azimutale vaut 0 pour ► oo (helice de pas negligeable devant le rayon). 

b 

4. On peut alors exprimer les composantes des forces de liaison en fonction du temps : 

2 



F p = —mR 



gb 



Fa = 



mg 



R 2 + P 
Rb 



F z = 



R 2 + P 
R 2 

R 2 + b 2 



La composante radiale est centripete, proportionnelle a co 2 , done ici a t 2 ; les composantes 
orthoradiale et azimutale sont constantes. 

5. L’energie mecanique E du point materiel en mouvement sur l’helice se conserve, 
car le poids derive d’un potentiel et les liaisons de contact F ne travaillent pas ; on a 
1 2 

E = -twF + mgz. Sa derivation par rapport au temps donne : 

d£ dV dz 

= mV — — + mv — = 0 
dt dt ° dt 



L’expression de la vitesse en coordonnees cylindriques est V = y (i? 2 + b 2 ^j u> 2 . Comme 
z = —but, il vient alors co^/ (i? 2 + b 2 ) X d>\J (i? 2 + b 2 ) = gb<ss (en supposant co > 0). 



Cela implique <o = g 



(R 2 + b 2 ) 



, qui est l’expression trouvee par la methode dynamique. 
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1. La figure ci-dessous presente le bilan des forces et definit les vecteurs de la base 
de Frenet. Dans cette base, l’acceleration a pour expression : 

V 2 _> ( dF\ 

L \d t ) 



ou la vitesse du point M est V = Ft. Le rayon de courbure de la trajectoire est constant 
et egal a celui du cercle L, ~n et ~¥ designent respectivement les vecteurs unitaires normal 
et tangent a la trajectoire au point M. Le mouvement etant de plus uniforme, la valeur 
de la vitesse est constante (mais evidemment pas le vecteur vitesse) de sorte que pour un 
tel mouvement, l’acceleration est purement normale : 

_> V 2 _ 

a = — n 

L 



Notons alors que a — » 0 , si V = 0, ce qui correspond a l’immobilite, ou si L — * oo, ce 
qui correspond a un mouvement uniforme sur un objet geometrique de rayon de courbure 
infini, a savoir une droite ; on retrouve evidemment le principe de l’inertie. 




La relation fondamentale de la dynamique appliquee au point M dans le referentiel 
galileen lie a la terre, et exprimee dans la base de Frenet montre la necessite dune force 
normale a la trajectoire, de valeur constante, qui se trouve etre ici la composante laterale 
de la reaction du support 

V 2 _ 

= m n 



(il importe de bien distinguer la normale a la trajectoire et la normale au sol). On note 
qu’en l’absence totale de frottements, (situation proche d’un vehicule a pneus lisses sur 
un sol gele) la reaction de contact entre le vehicule et le sol est normale au sol, done que 
R\ = 0 ; l’acceleration est alors nulle, et le mouvement ne peut pas etre courbe. 



Le point M etant soumis a son poids m~g , a et a la composante verticale R z de la 
reaction du sol, on a : ¥ 

mg + R z + = m a 

ce qui donne 

R z = mg 

en projection sur l’axe vertical en plus de la relation donnant R l. 
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2. II n’y a pas de glissement lateral (c’est-a-dire dans la direction normale a la trajectoire, de 
maniere centrifuge) tant que le rapport entre la composante de la reaction de contact nor- 
male au support R z et sa composante tangentielle laterale verifie la relation R y < fR z . 
Cela implique Ry < JR Z , soit V < \JfgL. La vitesse limite est V/ = \JfgL. Elle augmente 
avec le coefficient de frottement entre le vehicule et la piste et le rayon de la trajectoire. 



3. 




On designe par R n la reaction normale au sol et R\ la reaction laterale tangente au sol. 
La figure ci-dessus presente le nouveau bilan des forces. La relation fondamentale de la 

dynamique s’ecrit : m~g + R n + Ry = m~a , ou l’acceleration vaut if = — if si le 
mouvement est circulaire et uniforme. En projetant sur les axes vertical et horizontal, on 
obtient : 

= cos a — Ry sin a 



V 2 

z— = sin a + Ry cos a 



ou on note la reaction tangentielle algebriquement. (Ry > 0 sur le schema). 

II est naturel d’adopter le point de vue d’un conducteur pour lequel f, a, m, L etant fixes 
le virage est aborde a une vitesse V que l’on prend comme variable. Les valeurs des 
composantes de la reaction de la piste sur le vehicule se calculent facilement a partir des 
deux egalites ci dessus : 



V 2 

= m ( — sin a + g cos a 

, v2 

Rj = m j — cos a — g sin a 



On peut done dire que la vitesse ideale V{ pour aborder ce virage releve de a, telle que 
Rj = 0, vaut = \J gL tana. 

Si V < Vi, on est dans le cas ou Rj < 0. Si on aborde le virage trop lentement, la projection 
de Ry sur la normale est « centrifuge ». 

Si V > Vi, on a Ry > 0. 

On peut alors discuter la condition d’adhesion a la piste imposee par les lois de Coulomb 
du frottement : II n’y a pas de glissement dans la direction laterale tant que |i?x| < JR N- 



68 



* Cas ouF< Vi, done Rj < 0 



[i? T | < JR-N m | g sin a 
ce qui conduit a : 



V 2 



L 



— cos a | < fm 

sin a — f cos a 



sin a + g cos a 



V* > gL , 

' r sin a + cos a 

Si tan a < f, cette condition est toujours verifiee puisque le terme de droite est negatif . 
Si tan a > f, elle devient une contrainte qui borne inferieurement la vitesse. La plage de 
vitesse permise pour que le vehicule ne glisse pas est alors telle que : 

sin a — f cos a' 



gL 



< V 2 < 



gL tan ( 



’ sin a + cos a 

En clair, cela signifie que si Ton aborde le virage a une vitesse inferieure a la vitesse « ideale » 
et que Tangle a est superieur a la valeur seuil arctan f, la vitesse doit etre superieure a une 
certaine valeur pour que le vehicule ne glisse pas lateralement vers le bas de la pente. 
Notons que la largeur de la plage de vitesse permise tend vers zero, lorsque f — > 0, car 
les deux bornes tendent vers la meme valeur Vi. Seule la vitesse ajustant la reaction dans 
la direction normale a la piste est permise en Tabsence de frottements. 

* Cas ou V > V, done Rj > 0 



i — i I V 2 

| Rt | < JRn =>■ m | — cos a — g sin a 



V 2 

c fm | — sin a + g cos a 



ce qui conduit a : 

V 2 (cos a — f sin a) < gL (sin a + f cos a) 

Si cotana < f, cette inegalite est toujours verifiee, et il suffit que V > Vi pour que le 
vehicule ne glisse pas. 

Si cotana > f, la plage de vitesse permise pour que le vehicule ne glisse pas est telle que : 

/ sin a + f cos < 



gZ-tana < V 



£i|; 



cos a — f sina / 

Cette plage se reduit naturellement a un point s\f = 0 pour les memes raisons que pour 
le premier cas. 

La situation ou V > Vi est tres differente de celle decrite dans le cas d’un sol horizontal. 
On voit notamment que si le virage est suffisament releve (cotan a < f tan a > -), le 

mouvement peut se faire sans glissement avec une vitesse aussi grande que Ton veut ! 

Le cas pertinent pour la securite routiere est evidemment celui ou cotana > f (les virages 
des routes ne sont que « legerement releves » ; on retiendra alors que la vitesse critique Vq 
a ne pas depasser pour rester en contact avec la route est : 



V c = 




f sin a +f cos< 
cos a — f sin ( 
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II est facile de montrer que Vq est une 
fonction croissante de a (a £ [0, tt / 2]) a 
ydonne, et dcf a a donne. 

La figure ci-contre montre differentes 
courbes donnant revolution de Vq en fonc- 
tion de a (en rad) pour differentes valeurs 
def etL = 10 m. 



1. Le bilan des forces est presente sur 
la figure ci-contre. La relation fondamentale 
de la dynamique appliquee au point M dans 
le referentiel galileen projetee sur la base de 
Frenet conduit aux deux relations : 

V 2 

mg cos 0 — R = m — 
et 



mg sin 0 



m 






Ces relations ne sont pas utilisables en l’etat, puisque R et 0 dependent du temps dune 
maniere que l’on ne connait pas ; remarquons que la vitesse V n’est pas une inconnue 

supplementaire, puisque V = r— tant que le point M est sur la sphere. 

at 

On peut cependant aller plus loin en ecrivant la conservation de l’energie, puisqu’il n’y a 
pas de frottements (ou en appliquant le theoreme de l’energie cinetique). II importe de 
bien comprendre que cette invariance permet de relier la variable de lieu (en l’occurrence 0) 
a la vitesse. Tant que M reste en contact avec la sphere, l’energie du point M dans le 
champ de pesanteur terrestre s’ecrit : 

1 2 1 „ 2 
E = —mV + mgz = —mV + mgr cos d 

en choisissant l’origine des energies potentielles en z = 0. Comme en Mo, on a 
E = mgr cos 0o, il vient V 2 = 2 < gr(cos 0o — cos 0). On peut alors calculer R en fonction 
de 0, en reinjectant la valeur de V dans la relation donnee par la projection de la relation 
fondamentale de la dynamique sur la normale obtenue precedemment ; on trouve : 



R = mg{ 3 cos 0—2 cos 0 q). 



2. On note que R diminue lorsque 0 augmente. Le point M quitte la sphere lorsque la 
reaction du support s’annule, c’est-a-dire pour un angle 0,/ tel que : 

2 

COS 0 ,/ = - COS 00 
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La vitesse de decollage vaut alors : 



V d = 



2gr cos 0o 



U Le mouvement du point M s’effectue sur le segment de droite OA. La maniere la plus 
simple de decrire son mouvement est de le faire dans la base tournante liee au referentiel 
en rotation Oxyz. Le mouvement est decrit par OM = — (1 + sin u>q() % = x(t)~u^. 

L’ expression generale de la force d’inertie d’entrainement du point M dans le cas d’un 



referentiel en rotation est : ^(M) = —m'a f e { M) = mQ , 2 HM — 



da 

1 

d t 



A OM, ou O est 



le vecteur rotation du referentiel entraine et H le projete orthogonal de M sur l’axe de 
rotation (ici H = O). a etant independant du temps, seul le premier terme subsiste, si 
bien que : 

= «a 2 OM = ff?a 2 — (1 + sin u)Qf) Hi = m£l 2 x(t)~u^ 

La force d’inertie de Coriolis estyj c (M) = —2mD, A ou est la vitesse 

de M dans le referentiel entraine (lie au manege). On a done : 



,/; c (M) = —2m£llT z A ( 



= —2mQ,~u^ A x(t)i 



\ dt /-Re 
= —mD,(x>or cos (x)q( u y = —2mHx(t)uy, 

II est crucial de comprendre que la derivation de OM par rapport a t se fait dans le 
referentiel entraine dans lequel u * est done independant du temps. 

La force d’inertie d’entrainement fi e (M) est toujours centrifuge et sa valeur augmente 
lorsque M va de O vers A. La figure ci-dessous montre revolution de fi e (M) en 

2tt 

fonction du temps, pour t allant de 0 a T = — comparee a celle de x. 

O ) 0 
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La force d’inertie de Coriolis fi c (M) est toujours perpendiculaire au vecteur vitesse de M 
dans le referentiel du manege, c’est-a-dire a u x . Lorsque M va de O vers A, f c (M) a le 
sens de — zqj, (celui de ~u y lorsqu’il va de A vers O). La valeur de_/j c (M) est maximale 
lorsque la vitesse de M par rapport au manege est maximale, soit en I ; elle s’annule en O 
et en A. La figure ci-dessous montre revolution de la valeur algebrique _/j c (M) de la force 
de Coriolis en fonction du temps, comparee a celle de la vitesse x de M. 





1. On s’interesse au mouvement du centre d’inertie du vehicule, soumis a son poids 
m~g et a la reaction du support ; cette derniere ne travaille pas et reste done normale 
a la piste pendant toute la duree du mouvement. On applique le theoreme de l’energie 
cinetique, ou seul le poids travaille : 

Entre A et B : 



-wzLg-O = w£-(z a -zb) 



mg[z A - z c + z c ~ z 0l +z 0i -zb) = mg(fi — R + Rcoscl\) 



=> C B = \J 2g{h - R + R cos aj) 

Entre A et C : 

->uVq — 0 = mg{z\ — zc) = mgh Fc = \/2 gh 

Entre A et S : 



I 

-mV$ - 0 = mg(z A ~ z s ) 



= mg{h - R) => V s = \/2g{h - R) 



R\ designant la reaction du support sur le vehicule entre A et B, et ~a[ son acceleration, 
la projection de la relation fondamentale de la dynamique sur le vecteur unitaire u{ et sur 
celui qui lui est directement perpendiculaire conduit a \ R\ = mg cos ai et a\ = g sin ai 
Entre B et D, a varie de — aj a +&2 ; F designant la reaction du support sur le vehicule, 
on projette la relation fondamentale de la dynamique sur la base de Frenet {it , t }, en 



dV 

prenant garde au signe de l’acceleration tangentielle (entre B et C, a < 0 et — — > 0). On 

at 

a done : , 

-> Tt -> F 2 dF_, 

sip + F = m a = m — n + m t 

& R At 
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d’ou on tire : 



F zr 
m — = r — 

R 



r cos a et 



dV 

z “d7 



= — g sin a 



On ne peut pas calculer facilement la vitesse (ou a) en fonction du temps a partir de 
ces equations. Une information facile a exploiter est donnee par le theoreme de l’energie 
cinetique qui permet de relier la vitesse V au lieu (ici repere par a) ; entre A et M, il 
s’ecrit : 

1 2 

~^mV l — 0 = mg(h — R + R cos a), 
d’ou V 2 = 2 g(h — R + R cos a) 

En reportant cette expression de V 2 dans la premiere egalite donnee par la relation 
fondamentale de la dynamique, il vient : 

2g(h — R + R cos a) 



F — 



r cos a = 



On obtient done : 



R 



F = 



mg 



„ „ 2 h 

3 cos a — 2 + — 
R 



Au point C, a = 0, de sorte que l’acceleration est centripete en ce point : 

(C) = 2g-^ n = 2 g^u z 

Entre D et la projection de la relation fondamentale de la dynamique sur le vecteur 
unitaire et sur celui qui lui est directement perpendiculaire conduit a : R 2 = mg cos a .2 
et «2 = — gsin a. 2 , ou R 2 designe la reaction du support sur le vehicule entre D et et 
«2 son acceleration. La comparaison entre les deux plans inclines est evidente : Puisque 
a 2 < a^R 2 > Ri. 

En S, F et mTg sont normales, si bien que l’acceleration Test aussi. En ce point, on a 



\g + F = m a (S) = m — ~n = 

R 



2g(h-R)_ J ^ 

m — n , de sorte que 



R 



~a ( S ) = 2g 



R 



- 1 



= ~2g 



R 



- 1 



2. La vitesse relative de M' dans le referentiel entraine etant nulle, il ne subit pas de 
force d’inertie de Coriolis. La force d’inertie d’entrainement est^ e (M , ) = — mF? e (Nl'). 
Comme JVf est immobile par rapport a M, on a : 

~a QA/R) = (M'/3Q = 

L’acceleration d’entrainement de M' est done egale a celle de M par rapport au referentiel 
terrestre Ji, etudiee en detail precedemment. Pour representer la force d’inertie subie par 
le passager, il suffit de dessiner cette acceleration et d’en changer le sens. 

La force d’inertie d’entrainement s’ecrit : 

- entre A et B : f e (M) = — m'gsm aj ~u\ 

— entre D et Qj f e (M) = mg sin a 2 
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en C : fi e ( C) = -2m ’g— mJ 



en S : f e (S) = 2m g ^ 



— 1m 



Le passager sera en etat d’impesanteur artificielle au point S si la force d’inertie y compense 
exactement son poids, c’est-a-dire : 

' h 



i' g + fie { s) = o =f- —m'gu z + 2m g 



R 



- 1 



u z = 0 . 



II faut done que h = -R. 

Dans ces conditions, la force d’inertie au point C vaudrait trois fois le poids du passager : 

— > ; h 

fieiQ = -2m g—u z = -3 mgu z 

La force d’inertie subie par le passager du vehicule est representee en differents points du 
trajet sur la figure ci-dessous. 




Q 1. Dans le referentiel geocentrique Ox\y\Z\ (qui ne tourne pas avec la Terre) 
suppose galileen, le point M, exterieur a l’astre est soumis a la force de gravitation 

F = —K — - — m , radiale attendu que la distribution de masse de l’astre est a symetrie 

r 1 

spherique ; en effet, le champ de gravitation obeissant au theoreme de Gauss, le champ de 
gravitation cree par l’astre est le meme que celui que creerait un point materiel de masse 
M place en O. 
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Dans le referential terrestre Oxyz, tour- 
nant a vitesse angulaire constante de vec- 
teur rotation O = f l u z autour de l’axe des 
poles Ozi = Oz, M est soumis de plus a 
la force d’inertie d’entrainement : 

— > 9 > dO > 

fi e (M) = »zl2 2 HM — m— — A OM 

at 







ou H est le projete de M sur l’axe Oz. 

En posant OM = r~u, on peut ecrire 
f e { M) = mil 2 r cos . Ainsi, le poids 

qui est la resultante de la force de gravitation et de la force d’inertie centrifuge a pour 
expression : 

P = m K — ^ 2rcos ^‘y^j = m ~g (M) 

Ces forces sont representees sur la figure ci-dessus. On peut done definir le champ de 

^ _ _ _ — > IWt ^ 

pesanteur ’T(M) en fonction du champ de gravitation G(M) = — K^r- u = — G(M) u 

r i 

et d’une acceleration centrifuge de valeur a = fl 2 r cos X, due a la rotation de la Terre sur 
elle meme. 

Cette expression fait apparaitre une dependance du champ de pesanteur avec la latitude 
en cos X, due a la rotation de la Terre. II existe une cause supplementaire de la dependance 
du champ de pesanteur avec la latitude due a l’aplatissement de la Terre aux poles (en fait 
cet aplatissement a pour cause la rotation de la Terre sur elle-meme, parce qu’elle brise la 
symetrie spherique de repartition de masse). 

La valeur du champ de pesanteur s’ecrit : 

g' (M) = G 2 (M) + (fl 2 rcosX) — 2G(M)fI 2 r cos )Cu . ify 



avec u 



= cos X, puisqu’il importe de remarquer que ces deux vecteurs ne sont pas 



orthogonaux. On a done : 



£ 2 (M) = G 2 (M) + (0 2 r cos X) - 2G(M)D 2 r cos 2 X 

2 



= G 2 (M) 1 + 



-2 



cos X 



Si on se place a la surface de la Terre (r = Rj ~ 6 400 km) la valeur maximale de a 
est obtenue a l’equateur et vaut A eq = fl 2 i?x ~ 0,034 m • s -2 . II est done loisible de se 



contenter d’un developpement de g(M) au premier ordre en ^ — J . On a en definitive : 

^(M) « G(M) (l- (^)cosx' 
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2. La rotation de la Terre impose que l’on ait toujours g ^ G ; lecart relatif sur la valeur 



du champ de pesanteur, du a la rotation de la Terre vaut : 

Ag- 






A lequateur, cet ecart est maximal : 



g 



g 



n 2 r 

~G 



cos 2 X 



Sous les latitudes de la France metropolitaine : 



0,35 %. 



g 



0,175 %, avec X = 45°. 



3. Soit s Tangle entre les directions de G(M) et g (M) ; en effectuant le produit 
vectoriel par ~g de chaque cote de legalite G = ~g + ~a , et en prenant la norme, 



on a : 



g 



A G 



= A a ||, ce qui conduit a : gGlsinel = ga sin("j7, ~a) 



ou 



(~g, ~a ) designe Tangle entre ~g et a . Si on se limite a Themisphere nord, convenant que 
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0 ^ X ^ — et 8 ^ 0, on peut ecrire : gGsin 8 = ga |sin(TT — (X + e))| = < g-«sin(X + e) 

L’ angle e etant petit, on peut ne garder que les termes du premier ordre en s dans cette ega- 
lite, de sorte que G sin s = a (sin X cos 8 + cos X sin e) => Gs ~ 0 2 r cos X (sin X + s cos X) 
L’ expression de Tangle entre les directions de G (M) et ~g (M) est alors : 



fl 2 r cos X sin X n 2 r 



G — il 2 r cos 2 X 2G 



sin2X 



r etant fixe, cet angle est maximal lorsque X = 45° ; a la surface de la terre, il vaut, dans 
ces conditions 8 ~ 1,74.10~ 3 rad ~ 0,1°. 



1. L’expression de la force d’inertie de Coriolis est f c (M) = —2 mO, A 



f dOM' 



R, 



ou O designe le vecteur rotation de la Terre sur elle meme. II importe tout d’abord d’ex- 
primer ft dans le repere lie au referentiel tangent R t ; comme il est parallele a la direction 
de l’axe des poles, il est contenu dans le plan Oyz, et O = fl (cos XmJ( + sin X«^) 



2. a. Pour un wagon se deplafant dans Themisphere Nord, du Nord au Sud le long d’un 
meridien dans le referentiel terrestre, on a localement V (M) = — V~u y , (ou V > 0), soit : 



_/J c (M) = —2m£lV sinX% 



Cette force a done la direction du parallele local et est dirigee d’Est en Ouest. Pour un 
wagon de masse egale a 20 tonnes se deplafant a 300 km /h on trouve f c (M) = 172 N 
pour X = 45° . Si une voie de chemin de fer est empruntee toujours dans le meme sens, 
ce sera done le rail de droite dans Themisphere Nord et celui de gauche dans Themisphere 
Sud. 
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2. b. Pour un avion se deplacpant dans l’hemisphere Nord d’Ouest en Est le long d’un 

parallele dans le referential terrestre, on a cette fois V (M) = V u x , ou V > 0, ce qui 

conduit a : — > } 

_/v c (M) = —2mClV sinXwj, + 2mFlV cos\u z 

Elle comporte une composante horizontale dirigee vers le Sud et une composante verticale 

dirigee vers le haut. Elle ne depend pas de l’altitude a laquelle vole l’avion. 

Pour un avion de meme masse se deplacpant a 600 km/h on trouve _/J c (M) = 488 N 

Tt 

pour X = — . 

4 

En conclusion, pour des vehicules se deplafant a ces vitesses, la force d’inertie de Coriolis 
n’excede pas quelques milliemes de leur poids. 

3. a. On neglige les forces de frottement fluides avec fair. La relation fondamentale 
de la dynamique appliquee au pont M dans le referentiel terrestre non galileen s’ecrit : 



Mym . 

7T 



m~a (M/ R t ) = F + f e (M) + f c (M), ou la force de gravitation est F = — K 
Compte tenu des resultats de l’exercice 7, le champ de pesanteur g*(M) est tel 
que : P = F + f e (M) = m~g (M) ; il inclut done la force d’inertie centrifuge. 

On fait l’hypothese que la region dans laquelle a lieu la chute est suffisamment 
restreinte pour que le champ de pesanteur puisse etre considere comme uniforme : 

(v\ 



g^M) = -gu z . On note 



V y 

\V Z J 



les composantes du vecteur vitesse de M dans 



le referentiel terrestre tangent. La relation fondamentale de la dynamique s’ecrit 
nTa'Qs/l/Rt ) = — gu* z — 2m O A L(M/i? t ), ce qui conduit a un systeme de trois 
equations differentielles lineaires a coefficients constants couplees. 

dV x 

= —2 flV z cos X + 2 FlV v sin X 

At y 



d Vy 

At 

AV 7 



= —2flV x sin X 



— ffi 1 = —g + 2£IV X cos X 
At & 

On integre tout d’abord les deux dernieres equations, compte tenu des conditions initiales 



kt = 0:~V 


( 0 ) 

0 


et OM 


M 

0 




W 




W 



II vient V y = —2flx sin X et V z = —gt + 2Flx cos X 

On reporte ces expressions dans la premiere equation et on trouve : 

d 2 x 

— — + 4 D, 2 x = 2Flgt cos X 
At 
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On resout cette equation differentielle lineaire du second ordre a coefficients constants, 
avec second membre par la methode standard : Une solution particuliere de l’equation 

d 2 x . . . g cos A . 

avec second membre est telle que — — = 0, soit xp{t) = — — — /; la solution generale 

at 2il 

de l’equation sans second membre etant xg(t) = a sin(20/ + cp), il est ensuite facile de 
trouver la solution x(t) = xp(t) + xg{t) qui satisfait les conditions initiales x{t = 0) = 0 
et x{t = 0) = 0 : 

geos A / sin 20/ \ 

20 V 20 ) 



x{t) = 



b. Si, conformement aux hypotheses, la region dans laquelle s’effectue la chute est assez 
restreinte pour que le champ de pesanteur puisse etre considere comme uniforme, la duree 

2 it 

de la chute est alors petite devant la periode (siderale) de rotation de la Terre T$ = — ; 
l’on peut ainsi considerer que O/ <C 1 pendant toute la chute. On peut done faire un 
developpement limite de sin 20/ au voisinage de 0. On remarque qu’il est necessaire 

1 3 

d’aller jusqu’a l’ordre 3 (sinon x = 0). On trouve : x(t) ~ - < g'0(cos A)r 

c. Puisque x est positif, on observe dans l’hemisphere Nord une deviation vers l’Est pour 
un objet tombant en chute libre. La dependance en O permet tout de suite de conclure 
que x reste petit (la duree de chute est assez petite). On obtient z(/) en integrant la relation 
dz 

— = —gt + 2tlx cos X, que Ton peut ecrire, compte tenu de Texpression de x(t) : 
at 

— = -gt + - < g-O a (cos 2 A)/ 3 = -gt ^1 - -(0/) 2 (cos 2 A) 

L’hypothese O/ 1 montre qu’il est loisible de negliger l’infiniment petit du second 

1 12 h 

ordre devant 1 ; on a done z(/) ~ gt 2 + h. L’elimination du temps de chute / c = * — 

V ^ 

entre les expressions de x(/ c ) et z(/ c ) conduit a une expression de la deviation en fonction 
de la hauteur de chute : 

2/2 3 

x(t c ) ~ -W-O(cosA)^ 3 

3 V & 

Notons que l’integration de l’equation differentielle en V y donne une deviation vers 
le Sud tres petite devant la deviation vers l’Est, (attendu que V x est tres petit) : 
1 

y(t) = -g£l l ($,m2\)t , puisque l’on a : 



y(t c ) 



«(^c) 



— < g-0 2 (sin2A)/^ 1 



12 

1 



-^0(cos A)/ 3 



= — sin A (0/ c ) <C 1 



Pour h = 100 m en un lieu ou A = 45°, on trouve x(/ c ) ~ 1,55 cm. La mesure est 
difficile dans des conditions correctes, car elle suppose l’absence de tous frottements avec 
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l’air. C’est le pendule de Foucault qui constitute l’experience la plus spectaculaire de mise 
en evidence de la force d’inertie de Coriolis due a la rotation de la Terre sur elle meme. 



1. Le theoreme du moment cinetique applique au point materiel M s’ecrit en O : 

do^ 



d / 



= OM A F{r) 



Puisque la force est centrale, les vecteurs OM et F{r) sont paralleles, quelle que soit la 

position de M ; n ° est done toujours nul et le moment cinetique est alors constant : 

At 

(To = mC 

Comme ao = »OM A V = m C , la definition du produit vectoriel permet d’en 
deduire immediatement que le mouvement est plan, puisque les vecteurs OM et V sont 
orthogonaux au vecteur constant C a tout instant. 

Le mouvement dans un champ de forces central s’effectue dans un plan perpendiculaire 
au moment cinetique cto. On se place dans ce plan et on repere le point materiel par ses 
coordonnees polaires. Avec les notations habituelles, la vitesse s’ecrit V = ru r + rdufj . 
L’energie du point materiel de masse m dans le champ de forces central derivant de 
l’energie potentielle Ep{r) s’ecrit : 




Uj J+AM 

La conservation du moment cinetique s’ecrit par ailleurs (Jq = m C , avec C = r 2 f — 



At 



En remplagant 



de 



C 



. par y dans l’expression de E, on obtient : 
At ) r l 



1 



dr\ 2 1C 2 



E= 2 m \At) + 2 m ^ +E ' [,) 

1 c 2 

Le potentiel effectif JPeffM = -«-r + E p (r) apparait ainsi naturellement comme 

2 r 1 

incluant la conservation du moment cinetique ; la variable angulaire a ete eliminee de la 

) 1 / dr\ 2 

conservation de l’energie. II importe de garder present a l’esprit que le terme - m ^ - 

dans l’expression de E n’est pas l’energie cinetique du point materiel, mais seulement sa 
partie radiale. 

2. a. Dans le cas de l’interaction gravitationnelle : 

, . , 1C 3 k 

W e ff (r) = — ?7i — m- 



avec k = KM > 0. 
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d^eff C 2 ^ k , C 2 . 

= —m— + m— s annule pour r m = — . Lenergie vaut alors en 






. . , i $ 

ITeff V m) ^em 2 ^ ^2 




Les variations de IL e ff en fonction de r sont 
representees ci-contre. 

Les variations de W e g en fonction de r sont 
fixees si le moment cinetique, c’est-a-dire 
C est donne. Pour r < r m , W e g est repulsif 
(radialement) ; la force associee a la partie 
C 2 / • -. 2 

repulsive est m— = mr(6j ,ouonrecon- 
nait l’analogue dune force d’entrainement 
centrifuge. Le premier terme du potentiel 

1 C 2 

en -m—r est une barriere centrifuge. II 

2 r 2 5 

empeche le point materiel de s’approcher 

du centre attractif : on voit que la conservation du moment cinetique imposerait a sa 

vitesse angulaire 0 de tendre vers l’infini lorsque r — > 0. 

Si C augmente, la position du minimum r m s’eloigne du centre attractif ( r m augmente 
, . ... 1 
comme Cr ), tandis que la profondeur du puits diminue (comme — j). Cette barriere 

centrifuge en -m— apparait pour tout point materiel en mouvement dans un champ 
2 r l 

central lorsqu’on cherche une equation radiale. Elle a son analogue dans une description 
quantique : c’est elle qui est responsable de la presence du nombre quantique azimutal / 
dans la partie radiale de l’equation de Schrodinger decrivant le mouvement de l’electron 
de l’atome d’hydrogene. 

Pour r > r m , W e g est attractif; la barriere 
centrifuge devient negligeable devant la 
force d’attraction gravitationnelle lorsque 
r augmente. 

To et Vq etant la position et la vitesse 

initiates, on a C = roVo sin(7o , Vo), ou 

(To , V 0 ) designe l’angle entre les vecteurs 
position et vitesse a / = 0. Lenergie vaut 

A 



1 




alors E = —mVq — m — . L’angle entre 
2 ,. . r ° 

les deux vecteurs n’intervient pas dans l’ex- 
pression. Or, si le moment cinetique, c’est-a-dire C, est fixe, les variations de IL e ff(r)sont 
donnees. II reste encore la possibilite de faire varier lenergie. Supposons, pour fixer les 

idees, que To soit fixe; C est constant tant que Vq sin(To, Vq), c’est-a-dire la projection 
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de Vq sur une normale a Tq a la meme valeur. La figure page precedente montre des 
conditions initiates de meme moment cinetique, mais d’energie differente. 

, . . . dr ; 

Si E = W em , la conservation de lenergie impose a la vitesse radiale — d’etre nulle a tout 

at 

instant; le mouvement est circulaire uniforme sur un cercle de rayon r m . Geometrique- 
ment, on voit alors que rf et Vo sont perpendiculaires, ce qui correspond a la plus petite 
valeur possible de lenergie a C fixe. 



b. Si W em < E < 0 , le point materiel est confine dans une region de l’espace limitee par les 

/ dr\ 

valeurs r\ et 1-3 du rayon vecteur pour lesquelles vitesse radiale 1 — 1 s’annule parce que 

... if dr\ 2 

les contraintes physiques imposent a E cr = —m I — I de ne pas pouvoir etre negative ; 

2 \d^/ 

on a un etat lie. La figure a ci-dessous montre revolution des differentes energies en 
fonction de r, a C fixe, et la figure b donne un exemple des trajectoires qui peuvent lui 
etre associees. 



c. Si E > 0 , aucune contrainte physique n’empeche le point materiel d’aller a l’infini; on 
a un etat fibre (ou de diffusion). 




Les trajectoires d'energie £ negative sont telles que ri ^ r ^ r2. Les barrieres de potentiel sont liees au 
mouvement radial ; ce sont des cercles de rayons r-\ et r 2 . 



IKj] 1. Les forces electrostatique et d’interaction gravitationnelle ont la meme forme 
mathematique. Les lois de symetrie qui leur sont attachees sont done les memes. 
On passe de l’expression de la premiere a la seconde moyennant les transformations 
charges 



masses 



4tt8o 



-K 




1. MECANIQUE 81 




Le tableau ci-dessous met en correspondance les proprietes de ces forces et des champs 
associes. 



Force d’interaction entre deux particules 
Charges {q, Q\. Masses {m, M} 


- 1 qQ_> 

F = 

47780 r 


mM j. 

Fg = ~ K- — y~ Ur 


Forces electrostatique F e et gravitation- 
nelle F g subies par des particules dans 

des champs E et G 


II 


II 

C)| 


Les champs electrostatique E et gravi- 
tational G derivent de potentiels sca- 
laires Vet 


E = — gradF 


G = — graddy. 


E et G sont a circulation conservative 


roti? = 0 


rirtG = 0 


Forme locale du theoreme de Gauss : 
p e est la densite volumique de charge 
electrique et p la masse volumique 


divi? = — 
E0 


divG = — 4-TrKp 


Forme integrate du theoreme de Gauss : 
p e est la charge interieure et M- mt la 
masse interieure a la surface de Gauss 


j (j £.d5= ® nt 


jj ~GAS = -4ttK M mt 


Relations entre energies potentielles et 
potentiels 


EVp = qV + C te 


E? p = m<$> g + C“ 


Energies potentielles d’interaction entre 
deux particules. Charges {q, Q}. Masses 
\m, M } 


E e = 1 q ®+C te 

4tteo r 


E j = -m— + C te 

F r 



2. C est le centre de l’astre, O se trouve a 
sa surface et le point P est a une altitude 
z = OP. 

La repartition de masse etant invariante 
dans toute rotation de centre C, le champ 
G , (dont la direction appartient aux plans 
de symetrie de la distribution de masse) est 
alors radial. D’apres le theoreme de Gauss 
pour z > 0, G est le meme que celui que creerait la masse totale de l’astre concentree en C : 




G(P) = ~Y^r~U r = -K 



M 



(. R + z) 2 



M 



En faisant apparaitre le champ de gravitation a la surface de l’astre Go = K—, la valeur 

Rr 

du champ de gravitation a l’altitude z est : 

G(z) = Go ~2 

(i + l) 
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L’energie potentielle dune particule de masse m dans le champ de 1’ astre est : 

. KM KM 

Ei = —m = —m 

p r R + z 

z 

(elle augmente avec z). Si z <C R, s’ecrit, au premier ordre en — : 



R 



„ KM ( z 

£? « — m 1 

p R V R 



mGoZ + C‘‘ 



avec l’axe des z oriente en sens inverse de celui de G . L’expression habitueUe de l’energie 

potentielle de pesanteur dans un champ uniforme neglige done les termes en — des le 

R 

second ordre. 

3. A l’interieur d’un astre dont la reparti- 
tion de masse est a symetrie spherique et 
la masse volumique constante, G (qui est 
encore radial) se calcule en appliquant le 
theoreme de Gauss a une surface spherique 
de centre C, de rayon G : 



G.dS = -4 ttK M i„ t 
4 , 

Mnt = 3 1Tr p 
G.dl = -4 tt r 2 G(r) 



ou 



et 




en tenant compte de ce que ce flux est negatif (on designe par G(r ) l’intensite du champ 

r 

de gravitation). II vient G(r) = Gq — . On remarque qua l’interieur d’un astre de masse 

XV 

volumique constante, la force de gravitation aurait la forme dune force de rappel elastique 
par rapport au centre. Les variations de G(r) sont representees sur la figure ci-dessus. 



| 1. L’energie mecanique d’un point materiel de masse m, anime de la vitesse V a 
une distance r du centre attractif est : 

1 , KM 

E = —mV — m 

2 r 

Ainsi, avec la convention d’une energie potentielle de gravitation nulle lorsque r tend 
vers l’inflni, les etats d’energie negative sont des etats lies. Cela signifle que r est borne 

1 2 

superieurement (sinon, il est clair que — mV 1 deviendrait negatif). En revanche, les etats 
d’energie positive sont des etats libres au sens ou aucune contrainte physique n’empeche r 
de tendre vers l’inflni. E = 0 correspond a la transition entre les etats lies et les etats libres ; 
le point materiel a alors une energie cinetique nulle a l’inflni. Cela permet de deflnir la 
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vitesse de liberation pour un objet se trouvant a une distance r du centre attractif par : 



, s .KM 

VM = \ 2 — 



2. La vitesse de liberation du champ de gravitation du Soleil pour la Terre, ou tout objet 



se trouvant a la distance rps du centre du Soleil, est Vf = \ 2 



,KM s 

?Ts 



42,2 km.s 1 . II 



est instructif de la comparer a la vitesse de la Terre dans sa revolution autour du Soleil 
(29,8 km.s -1 ) pour se convaincre que la Terre est bien liee au Soleil. 



3. La vitesse de liberation du champ de gravitation de la Terre pour un objet se trouvant a 
la surface de celle-ci est Vf = 



KTk/r 






1 1 ,2 km . s 1 . II est interessant de la comparer 



a la vitesse moyenne ( V) d’agitation thermique des molecules de l’air a la surface terrestre 
a temperature ambiante pour se rendre compte que la Terre retient son atmosphere (meme 
si une petite fraction de celle-ci s’en echappe chaque jour). Dans le cas d’un gaz parfait 

1 2 5 

diatomique, (V) est donne par -m{V) = - ksT. Cette relation est issue de la theorie 

cinetique des gaz, ou Ton compte une energie cinetique d’agitation thermique de -k 

par degre de liberte. Pour le dioxygene, on obtient (V) ~ 0,622 km.s -1 . 

4 . a. Le premier postulat de la theorie de la relativite impose que la vitesse d’un point 
materiel soit toujours inferieure a la celerite c de la lumiere dans le vide. Cela doit etre 
en particulier le cas de la vitesse de liberation du champ de gravitation d’un astre de 
masse M et de rayon R a sa surface. Le rayon de Schwarzchild d’un astre est donne par 

F/(i?Sc) = c, c’est-a-dire i?sc = 2 — — . C’est le rayon limite que devrait avoir un astre 

y . 

de masse M donnee pour que la lumiere ne puisse pas en sortir ; en clair, c’est le rayon a 
partir duquel l’astre deviendrait un trou noir. 

b. Pour le Soleil, R$c ~ 3 km. Si les 2 • 10 30 kg de matiere solaire etaient coniines dans 
une sphere de rayon inferieure a 3 km, le Soleil serait un trou noir. A la surface de cet 
hypothetique trou noir solaire, le champ de gravitation vaudrait 

K M s 



G*(R SC ) = 



■^sc 



1,5 • 10 13 m.s -2 



a comparer a la valeur du champ de gravitation a la surface du Soleil actuel : 



G(R S ) = 



KM S 



300 m.s 



-2 



c. La masse volumique moyenne de ce trou noir solaire vaudrait 

„ ^19 . -3 



P = 



1,8 • 10 iy kg.m - 



— TT R 



SC 
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Or, la valeur moyenne de la masse volumique de la matiere nucleaire est de l’ordre 
10 17 kg.m~ 3 (la masse d’un noyau d’hydrogene vaut 1,66 • ICO 27 kg, et son rayon est 
de l’ordre du fermi, soit 10~ 15 m). A une densite 100 fois superieure a celle de la 
matiere nucleaire, il est clair que les particules qui constituent le noyau (les hadrons) 
ont subi une transition vers un etat de la matiere qu’il est difficile de decrire ; une telle 
augmentation de densite produirait un deconfinement des quarks (qui sont les constituants 
des hadrons). Quoiqu’il en soit, le Soleil ne pourra jamais devenir un trou noir, car il n’est 
pas assez massif : son energie gravitationnelle n’est pas assez importante pour provoquer 
un effondrement conduisant a de telles densites. 



IW 1. Il est commode d’utiliser la deuxieme formule de Binet qui donne une expres- 
sion de l’acceleration d’un point materiel soumis a une force centrale dans laquelle la 
variable temps a ete eliminee grace a la conservation du moment cinetique. La relation 
fondamentale de la dynamique s’ecrit : 



— » mM > C 2 

f = —K — — u r = —m — 



d 2 ( - 



de 2 



l 

+ - 
r 



d’ou l’equation differentielle lineaire du second ordre en - a coefficients constants : 

r 



d 2 l- 



de 2 



1 _ KM 
+ r ~ c 2 



Sa solution, somme de la solution particuliere de T equation avec second membre et de la 
solution generale de l’equation sans second membre s’ecrit : 

1 KM A 

- = — 5- + Acos(0 — ip) 
r cr 

cp est l’angle de l’axe focal avec l’axe polaire (axe Ox). Si l’axe focal et l’axe polaire sont 
confondus, ip = 0. Dans ces conditions, l’equation de la trajectoire s’ecrit : 

p C 2 



ou 



P = 



1 + £COS0’ ~ r KM 
p est le parametre de la conique et e son excentricite. Le centre attracteur O est un des 
foyers de la conique. 

Si e = 0, la trajectoire est un cercle, puisque r ne depend pas de 0. 

Si 0 < \e\ < 1, la trajectoire est visiblement bornee dans le plan (il n’existe pas de valeur 
de 0 pour laquelle r tend vers Tinfini) : il s’agit d’une ellipse. 

Si | cl = 1, la trajectoire est une parabole d’axe Ox : r tend vers Tinfini pour 0 = it si 
e = 1, pour 0 = 0 si e = —1. 

Si \e\ > 1, la trajectoire est une hyperbole d’axe Ox. 
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L’utilisation de la premiere formule de Binet permet d’exprimer la vitesse en fonction de 
- et de sa derivee par rapport a Tangle polaire. Lenergie mecanique secrit : 



1 , KM 1 , 

E = -mV 2 " — m = —mCr 

2 r 2 



' , ( 4 ^ 2 \ 

;) + U 



d0 

V / 



KM 



1 ■,( (1 + e cos 0) 2 f e sin 0 ' 

= -mCr + I — - 



2 \ p 2 

Tous calculs faits, on a : 



P 



C 2 / 1 + e cos 0 

! 

p V p 






II apparait clairement que lenergie des ellipses (et des cercles) est negative, celle des 
paraboles nulle et celle des hyperboles positive. 

2. Le cas represente sur la figure ci-contre 
correspond a 0 < e < 1. Les deux foyers 
de Tellipse sont Fi et F 2 = O. Les dis- 
tances au centre attractif a l’apogee A et 
au perigee P sont obtenues respectivement 

P 



pour 0 = tt (rA = 

P 



-) et 0 = 0 



1 — e 

(rp = ^ — ). On confoit bien que e pro- 
lecart au cercle » : 



1 + e 
cure une mesure de 




plus 0 < e < 1 est proche de 1, plus r\ et 

rp sont differents et plus Tellipse est « aplatie ». Comme ta + rp = 2a, on a p = a(l — e 2 ) 
et Tenergie s’ecrit : 

mC 1 KM 

E = = — m . 

2 ap 2a 

On remarque que le seul parametre geometrique qui intervient dans l’expression de 
Tenergie est le demi grand axe a ; on note par ailleurs que Tenergie mecanique dune 
particule en mouvement sur une ellipse de demi grand axe a est la meme que Tenergie 
potentielle dune particule qui se trouverait a la distance 2 a du centre attractif. 

Puisque la composante radiale du vecteur vitesse est nulle en A et en P, l’egalite des 
moments cinetiques en ces deux points s’ecrit Fa^A = Fprp. On utilise alors l’expression 
de la vitesse en fonction de 0 donnee en tout point par la premiere formule de Binet pour 
exprimer = Fprp et Vp,r\ = Fprp en fonction des parametres geometriques de 

C 2 

Tellipse. De V 2 = — (l + 2e cos 0 + e 2 ) , on tire : 



r 



MK 


fl-e\ 


/ * 1 


U + e 



et 
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3. La premiere loi de Kepler a ete abondamment commentee au paragraphe precedent. 
La seconde loi de Kepler, qui exprime la loi des aires est valable dans un cadre plus large 

que celui des potentiels newtoniens : elle est vraie pour toute force centrale, qu’elle soit 

1 

en — ou non. 

r 2 

La troisieme loi de Kepler se demontre en toute generalite en utilisant les resultats du 2. 
II est de plus necessaire de savoir que : 

- l’aire d’une ellipse est 'nab , ou a est le demi grand-axe et b le demi petit-axe. 

- une ellipse de foyers Fj et F 2 est le lieu des points Q_qui verifient Fi Q + F 2 Q_= C“ 



La loi des aires s’ecrit : A 



C 

2 



t , avec le choix d’une origine des temps convenable. 



T etant la periode de revolution, on a tt ab = — T. En reprenant les notations de la figure 
page precedente, et en ecrivant la seconde propriete des ellipses en P, on obtient : 



FiP + F 2 P = ta + rp = 2a. 



Puisqu’elle s’ecrit Fil + F 2 I = 2a, on remarque qu’au point I, on a FT = F 2 I = a. 

^2 2 2 2 2 ^2 

Le theoreme de Pythagore conduit a JF^ + JI = FT , soit b = a — JF^. Comme 
JF 1 = -F 1 F 2 et que F 1 F 2 = FjP — F 2 P = r\ — rp = 2ae, on a b 2 = a 2 — OF 2 . En 



- 1 - 
C 2 

elevant au carre la relation exprimant la loi des aires, on obtient t ra (^1 — e ) = — T ~ , 
ou C 2 = KMp = KMa( 1 - e 2 ). 

On en tire la relation : At: 2 a 2 = KMT 2 qui exprime la troisieme loi de Kepler. 



■w KM 

licj 1. D’apres l’exercice precedent, on a e = 0, done V 2 = —r = est constant, 

p l a 

et le mouvement est uniforme. On retrouve tres vite directement toutes les relations 

concernant le satellite circulaire en remarquant que, les vecteurs de la base de Frenet 

sont confondus (au sens pres) avec Tt,- et La relation fondamentale de la dynamique 

V 2 , . R 2 

s’ecrit mG(z) = m- -. Comme on a montre a l’exercice 10 que G(z) = Gq- 

(R + z) 4 (A + z) 2 

a l’exterieur d’un astre a symetrie spherique, ou Go est la valeur du champ de gravita- 



tion a l’altitude z = 0, on a V = 



1 GpR 2 
(R + z) 



. La vitesse angulaire du satellite etant 



2tt V 

co = — = on peut alors ecrire la troisieme loi de Kepler sous la forme : 

T (R + z) F F 

^ , (R + z) 2 ' 2 . (R + z) 2 G 0 R 2 

^GoR 2 T 2 4 tt 2 

Un satellite geostationnaire est immobile dans un repere lie a la Terre. La repartition de 
masse de la Terre etant supposee spherique, le plan orbital du satellite passe par le centre 
de la Terre. Un satellite ne peut done etre geostationnaire que si sa trajectoire est un cercle 
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contenu dans le plan equatorial, et qu’il y tourne dans le sens de rotation terrestre en 
faisant un tour complet en un jour sideral (la Terre fait un tour complet sur elle meme 
en un jour sideral, soit 23^56 min). On trouve que l’altitude a laquelle un tel satellite doit 
graviter est z = 36 000 km. 

3 2 ■ KM ] 

2. On trace R en fonction de T ; c’est une droite dont la pente vaut — — — . D’apres la 

4ir 2 

question precedente, la troisieme loi de Kepler est ainsi verifiee. On en deduit la masse 
de Jupiter Mj = 1,9 • 10 27 kg. 



IEJ 1. L’energie mecanique d’un satellite de masse m en mouvement dans le champ 

, . . , . , 1 2 KM 

de gravitation a symetrie sphenque d un astre de masse M est E = —mV — m . Le 

2 r 



theoreme de lenergie cinetique s’ecrit, di?c = d W(F g ) + d W ^.F J, ou le travail de la 
force de gravitation F g est d W(F g ) = —dEp. On a done disc = — d Ep + d W f F J, 



d’ou on tire 



d£ 

d^ 



= P(F) = F.V = —h(V).V 2 . Ainsi, l’energie mecanique du 



satellite diminue sous l’effet de la force de frottement. En derivant l’energie par rapport 
au temps, on montre facilement que cela se manifeste par des variations de la vitesse et 
de la distance au centre attracteur qui obeissent a l’equation : 

/ dV\ KM (dr\ i/TrX , 
mV ( — — ) + m — — ( — ) = —h{V}.V 2 



dt 



dt 



Par ailleurs, l’orbite du satellite etant circulaire et 



F 



<S 1 1 F g 1 1, la projection du principe 



V 2 KM 

fondamental de la dynamique sur la normale a la trajectoire s’ecrit m — = m — . , soit 

KM r ^ 

V 2 = . Dans ces conditions, une variation dV de vitesse est reliee a une variation dr 

, , , . , Tr fdV\ KM ( dr\ T1 

de rayon par la relation 2V I \ = — I — 1 . 11 en ressort d ores et deja que r et 

V varient en sens inverse : une diminution de r est liee a une augmentation de vitesse. 

T , . . , /dr\ , . , . /dF\ V.hiV) n 

L elimination de — entre ces deux equations conduit a — = > 0. 

V dt J \dt J m 

Les frottements atmospheriques provoquent une augmentation de la vitesse du satellite, ce 
qui fait qu’il tombe sur l’astre puisque r diminue. Si son energie mecanique diminue, c’est 
parce que son energie potentielle diminue plus vite que son energie cinetique n’augmente. 



Iw 1. Le rapport entre l’attraction gravitationnelle et la repulsion coulombienne qui 
s’exercent entre un noyau de masse M, de numero atomique Z et un noyau jjHe, de 



KmM 



F g 

masse m distants de r vaut — — = 



10 36 . Cela justifie que l’on neglige 



Ac 1 2ZyJ 



4ttso r 2 





l’attraction gravitationnelle devant la repulsion coulombienne, quelle que soit la distance 
entre les deux noyaux. 

197 

2. Le rapport entre les masses du noyau d’or et du noyau d’Helium vaut environ — - ~ 50. 
La quantite de mouvement de la particule a est pratiquement la meme dans le referentiel 
barycentrique et celui du laboratoire car la masse reduite du systeme constitue de la 
particule a et du noyau d’or est pratiquement egale a celle de la particule a (a environ 



2 % pres) p. = 



mM 
+ M 



3.92. Dans ces conditions, le recul du noyau d’or est negligeable. 



3. Les proprietes generates des forces centrales permettent d’affirmer que le moment 
cinetique se conserve. Le mouvement de la particule a dans le champ de forces du noyau 
d’or est done plan et r 2 0 = C (exercice 9). 

En utilisant l’expression de l’acceleration donnee par la formule de Binet, la relation 
fondamentale de la dynamique s’ecrit : 



de 2 



l -k 

+ - = y 

r mC? 



equation qui s mtegre en 



- = j + Acos(0 — cp). 

r mCr 

Avec les conventions de la figure de l’enonce, l’axe polaire passe par le sommet S de 
dr , 

= 0, ce qui impose cp = 0 ou cp = tt. Par ailleurs, les 

0=0 



l’hyperbole, done ( — 



asymptotes sont telles que lim 0 ^ ± B ( - 

\r 

retient que la solution cp = 0. On a alors : 

A = - 

ce qui conduit a l’equation demandee : 



= 0. (3 etant compris entre 0 et — , on ne 



cos 0 
cos [3 



iC 2 cos (3 



avec p = 



iC 2 



- 1 



4. Un probleme analogue a deja ete traitee dans l’exercice 12, mais dans le cas d’une inter- 
action gravitationnelle. L’energie mecanique de la particule dans le champ coulombien 
repulsif du noyau d’or s’ecrit : 

„ 1 k 

E = — mV 2 + - 
2 r 

On utilise la premiere formule de Binet pour exprimer la vitesse en fonction de - et de 

r 

sa derivee par rapport a Tangle polaire. II vient : 



E = 



2mC 2 



[e 2 ~ 1 ) 
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Comme e > 1, lenergie mecanique est positive, ce qui correspond a des etats libres (de 
diffusion) pour un potentiel newtonien, au sens ou la particule peut aller a l’infini (ici 
pour 0 = ±(3). 



5. La constante des aires s’ecrit : 



C = r.V. 



sin(T > , V) 



ou ( r , V ) designe Tangle entre les vecteurs vitesse et position. Lorsque 0 — » (3, r 



oo, 



est la projection du 



tandis que sin(T > , V) — > 0. En remarquant que r. sin(T > , V) 
vecteur position sur la normale a T asymptote, on obtient : 

C = V 0 b. 

1 , 

Par ailleurs, lenergie de la particule vaut E = -wzTq lorsque r —> oo. 

On reecrit alors la conservation de l’energie en reprenant Texpression de E en fonction 
de e = etablie dans Texercice 12 : 



cos (3 



1 9 

E = -mVl = 



ImV^b 2 \cos 2 (3 



1 



- 1 



Comme 



cos 2 (3 



— 1 = tan (3, on a tan (3 = 



mV2b 



(avec la convention (3 0). On 



remarque sur le dessin que D = n — 2(3. On obtient la celebre formule de Rutherford 
donnant la deviation de la particule a : 



/ D\ _ Zqq e 
\ 2 ) 4itso»zLo^ 

Naturellement, pour des particules d’energie (done de vitesse) donnee, la deviation D 
augmente lorsque b diminue . 

- si b — > 0, on a D — > tt : e’est la retrodiffusion totale ; 

- si b — » oo, on a D — > 0. 

II est interessant de remarquer que la deviation est fonction d’un simple rapport d’energies : 



tan 




Zq^\ 

4tt8o b ) 




Energie potentielle coulombienne a la distance b de la cible 
2 X Energie mecanique du projectile 



Dire que la deviation augmente lorsque b diminue revient a dire que la particule a est 
d’autant plus sensible a la presence de la cible que son energie mecanique est petite devant 
l’energie potentielle coulombienne a la distance b. 
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[D\ 

tan ^ j n’est pas directement accessible experimentalement. Un detecteur permet de 
mesurer la section efficace differentielle de diffusion, dont on montre qu’elle varie comme 
, ^ si on ne tient pas compte des deflexions multiples (ce qui impose une cible de 

sm 4 li - 
tres faible epaisseur). 

En 1909, Geiger et Mardsen ont etudie l’interaction d’un faisceau de particules a pro- 
duces par la disintegration radioactive d’un nucleide note RaC avec de minces feuilles d’or 
(environ 0,4 p,m d’epaisseur). La vitesse des particules a etait de l’ordre de 20 000 km.s^ 1 . 
Les resultats de cette experience historique ont jete les bases du modele planetaire de 
l’atome propose par Rutherford en 1911 : dune part la section efficace differentielle 
est fortement piquee vers l’avant (cela signifle que la plus grande partie des particules 
a* emises par la source est peu deviee), et d’autre part une particule a sur 20 000 est 

TT 

retrodiffusee, c’est-a-dire deviee d’un angle superieur a — . Ce dernier point met en echec 
le modele de Thomson dans lequel la charge positive est repartie dans une sphere dont la 
taille est celle de l’atome, car la retrodiffiision n’est possible dans ce dernier cas qu’a tres 
basse energie. 

On se refere souvent a 1’ experience de Geiger et Mardsen pour parler de « structure 
lacunaire de la matiere » au sens ou « l’essentiel de la masse d’un atome est concentre dans 
une toute petite portion d’espace chargee positivement : le noyau ». 



1. Le systeme etudie est la « partie sensible » de masse m. A l’equilibre, les deux 
referentiels sont equivalents : GAYZ et O xyz sont confondus. Ce systeme est soumis a 
son poids P = — mgu y et a la force de rappel exercee par le ressort T = k {h§ — h\) u y . 
La condition d’equilibre de ce systeme s’ecrit P + T = 0 , et conduit done a la relation 
m g = k {ho — h\). 

2. En cas d’un tremblement de terre, le systeme est soumis dans le referentiel lie au sol a la 
force d’inertie d’entrainement due a la translation de ce dernier par rapport au referentiel 
galileen du lieu. Cette force est done proportionnelle a l’acceleration de Rs par rapport a 

^ G: _ / 2 — \ 

A,v(M) = -m~a (R s /Rg) = —m f j 

et s’ecrit en notation complexe M) = mu> 2 Sot lwt ~u y . 

3. Le principe fondamental de la dynamique applique au systeme de masse m dans le 
referentiel non galileen Rs lie au sol s’ecrit : 

P + T + f + Fi e { M) = nfa . 

T = k(ho — h{t)) u y est la force de rappel du ressort, f = — X V est la force de 
frottement fluide. ~a = h{t)u y et V = h{t)u y designent respectivement l’acceleration et 
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la vitesse de la masse dans le referential lie au sol. La projection de cette relation sur l’axe 
O y conduit a : 

—mg + k(f>o — h(t)) — \h{t) + mu> 2 Soe mt = mh{t ) 

En reperant la position de la masse par rapport a lequilibre par H(t) = h(t) — h\ et 
en tenant compte de la condition d equilibre du systeme, l’equation differentielle du 
mouvement s’ecrit : . , 

H(t) + -H{t) + H(t) = (o 2 S 0 e mt 

m m 

II s’agit dune equation differentielle lineaire dans laquelle de simples considerations liees 
a l’analyse dimensionnelle font apparaitre de faqon naturelle deux temps caracteristiques. 

On verifie que l’homogeneite de chacun des termes permet de poser - = — et tog = — . 

t m m 

t est le temps de relaxation lie a l’amortissement des oscillations sous l’effet de la force de 
frottement fluide, c’est-a-dire le temps caracteristique au bout duquel le systeme oscillant 
librement rejoint sa position d’equilibre stable (dans la pratique, cette position est atteinte 

2 77 

au bout de « quelques t »). 7o = — est la periode propre de l’oscillateur, soit la periode 

de ses oscillations sous la seule action de la force de rappel elastique. 

La linearite de l’equation differentielle du mouvement permet d’ecrire sa solution generale 
comme la somme de la solution generale de l’equation sans second membre (transitoire) 
et dune solution particuliere de l’equation avec second membre ; c’est cette derniere qui 
definit le regime permanent sinusoidal. 

En regime permanent, l’egalite entre les deux membres de l’equation differentielle ne peut 
etre assuree que si H{t ) est une fonction sinusoidale de meme frequence que l’excitation. 
On cherche H{t) = H a e lu>t . II vient en reportant H(t) = it oH(t) et H(t) = — c o 2 H(t) 
dans l’equation differentielle : 

H a = S 0 



(cOq — (O 2 ) + iw/T 



e"K"’), ou le dephasage entre la reponse en amplitude et la force excitatrice 

— w/t 



T/(w) = |/T(co; 
est defini de fafon pratique par sa tangente : tan 4 /( 00 ) = 



to q — to 2 



. II importe de remarquer 



que la seule donnee de tan 4<(to) ne permet pas de determiner 4>(w) de maniere univoque ; 
si Ton remarque que la partie imaginaire de H a est toujours negative, on en deduit alors 
que —it ^ 4 <(to) ^ 0 



5. Etude de la reponse frequentielle 

|//(to)| = So 



co 



(tog — to 2 ) 2 + (co/t ) 2 



a. Plutot que de calculer directement la derivee de \H a (m)|, il est plus judicieux de poser : 



|#(to)| = S 0 






ou -D(to) = 



(tojj - to 2 ) 2 + (w/t)- 



to’ 
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\H a (to) | presente alors un pic lorsque D( co) est minimum. Avec X = — , on a : 



WO = (co 2 A - l ) 2 + J 



et on calcule facilement : 






\ cLAT J y dco J 
1 



d D\ n , , 

eta ) ~ ° ^ W,,A ~ 1 “ 2a > 2 t 2 



. Or, les seules valeurs de X qui ont un sens physique 

sont reelles, ce qui impose que o>ot > —/=• -D(o)) a alors un extremum pour la valeur 

v2 

(positive) de la pulsation co r = — =. On peut facilement montrer qu’il s’agit 



d’un minimum en calculant 




= 8-? > 0. 



En conclusion, le module de l’amplitude |// (a>)| presente un pic a condition que 

coot > —j=, soit X < V2 km c’est-a-dire lorsque l’amortissement n’est pas trop important. 

v2 

Ce pic s’observe pour une pulsation u> r legerement superieure a la pulsation propre. On 
retrouve que, si l’oscillateur n’est pas amorti, (dans la limite out-> oo) ce pic est atteint 
pour to,. = coo- 

En rempla 5 ant co par co,. dans les expressions du module et du dephasage, on trouve : 



tan4»((o r ) = \fl \J 2<OqT 2 — 1 et |//(<o,-)| = So 



2(OqT 2 



4(o 2 t 2 - 1 



b. Limite des basses frequences : |//«(co)| ~ So^j et tan »K(o) ~ j ■ Le module de 

(Oq m^O T(Oq 

l’amplitude est faible et la reponse en amplitude est pratiquement en phase avec la force 
excitatrice, done en opposition de phase avec le deplacement S(t) du au tremblement de 
terre. 

Limite des hautes frequences : lim |//„(<o)| = So et lim i|i(co) = — tt. 

O) — too O) — too 

La reponse est alors en opposition de phase avec la force excitatrice. 

c. Les figures ci-dessous montrent failure des variations du module et de la phase de la 
fonction de reponse en frequence pour trois valeurs differentes de t, a too fixe. 

- oscillateur fortement amorti : (Dot < — — (trait noir). 

1 ^ 

- oscillateur peu amorti : (OoT > (trait colore continu). 

V2 1 

- regime intermediate de l’existence d’un pic : coot = — = (trait colore pointille). 

V 2 
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Ces courbes ont ete abondamment discutees precedemment. On notera que les courbes 

representant 4»(a>) ont un point fixe en j«o, 1 et que le dephasage varie tres vite avec 

la frequence au voisinage de coo si l’amortissement est faible. 

6. Limite d’un oscillateur faiblement amorti o>ot 3> 1. A l’ordre le plus bas, co r ~ coo, 
tani|t(ov) ~ 2 coot et |//(w r )| ~ Sq(x)qt. L’analogie avec le cas d’un circuit RLC serie 
en regime sinusoidal montre que Q = wot apparait comme l’equivalent d’un facteur de 
surtension (aux bornes de L ou C). On peut definir une bande passante par les valeurs 

de la pulsation telles que |//(«)| = — , ce qui conduit a une equation du second 



degre en Y = ^ — j : 



V2 



wo\ 

O) / 



4 

) + 



e 2 



-2 + 1 - 



s 2 



= 0 



dont les solutions s’ecrivent Y = 



2Q 2 - 1 ± Vl + 4Q2 
2Q 2 



. Un developpement a l’ordre le 



plus bas en - conduit a Y = 1 =t — , d’ou on deduit les deux frequences de coupure 



co ± = w 0 



Q 

1 

1 ± — 
2Q 



Q 



La largeur typique du pic vaut Aco = o)+ — co_ = — = On retrouve que la largeur 

Q T 

0)0 

du pic est inversement proportionnelle au temps de relaxation, et que Q = est le 
facteur de qualite de l’oscillateur : plus Q est eleve, plus le pic est etroit. 

7. On se place dans des conditions ou la courbe de reponse ne comporte pas de pic ; 

plus coot se rapproche de plus la courbe est plate. On choisira done o)ot = —=. Si 

V2 v2 

l’on souhaite une reponse uniforme dans la gamme de periodes des vibrations sismiques, 



e’est-a-dire pour des pulsations comprises entre 0,63 rad • s 1 et 6,3 rad ■ s J , il faut que 



-l 



94 



— 1 2 * 

too *C 0,63 rad • s . Comme tog = — , il faut que soit eleve. Dans ces conditions, le 

m 

sismographe se comporte comme un capteur d’amplitude dont la reponse frequentielle 
est voisine de celle de chacune des composantes de Fourier de la vibration sismique. 
L’inconvenient est qu’il n’y a aucune amplification. 



IM 1. Le referentiel etant suppose galileen, le principe fondamental de la dynamique 
applique a l’electron conduit a l’equation differentielle : 



d 2 ^ 

dt 2 



+ r 



dt 



k_ F 2 k 

+ — r = — avec to n = — 



2. En multipliant par q l’equation differentielle precedente avec F = qE , on obtient : 

d 2 ~p d~? > q 2 — > 

dt 2 dt m 



3. a. La solution particuliere stationnaire de cette equation, qui correspond a p = 0 est 
2 2 
po = ce qui permet de definir la polarisabilite statique par ao = ~ • 

imx)q mu>Q 

b. On cherche tout d’abord la solution generale de l’equation sans second membre ; 
l’equation caracteristique associee est : x 2 + T# + o)q = 0. Dans l’hypothese ou T <C too, 

r 

son discriminant est negatif et les solutions s’ecrivent x± = — =b itoo en negligeant les 

/ r \ 2 

termes en ( — 1 .La solution generale de l’equation sans second membre est done en 



notation complexe de la forme A e ' 



(-I +i “o)t + -F (-C-W)/ 



. En notation reelle, on l’ecrit 



e 2 ‘ (~a cos too t + b sin too^ , d’ou ~p = pQ + e 2 ‘ ^ ~a cos too^ + b sin too^ . Les 

r ^ 

condition initiales conduisent a a = —po et b = po , et l’on obtient finalement : 

2to 0 



p = po I 1 — e 2‘ I costoo^ + - — sintoo^ 

V V 2to 0 

Le moment dipolaire atteint done la valeur statique po selon un regime transitoire oscil- 

2 . 2TT 

latoire exponentiellement amorti de temps caracteristique t = — , de pseudo periode — . 

1 to 0 

4. a. On revient a la notation complexe. En regime permanent E ( t ) = Eoe lu>t , on cherche 
alors ~p{t) = A (to)e lw/ . En reportant ~p ( t ) = it \Fp (t) et ~p (t) = —u> 2 ~p (t) dans l’equa- 
tion differentielle, la reponse lineaire au champ electrique, ~p (t) = a (u>)E(t), permet de 

T 2 



definir la polarisabilite complexe a(to) = 



to; 



— to 2 + if to 



= a 0 - 



to; 



— to 2 + zTto 
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On a a(co)| = ao 



«n 



yj( < ~ « 2 ) 2 + (ra>)2 



et le dephasage Arga(co) entre p ( t ) et E (/), 



compris entre 0 et — tt est commodement defini par sa tangente tan(Arg a(co)) = 



-r« 



La recherche d’un pic dans |a(co)| revient a celle d’un minimum du denominates 

D(co) = (t 4 - co 2 ) 2 + (r w ) 2 



COg — CO 2 



AD 

dot 



= 0 => CO 2 = COn — . 



r 2 

~2 



On montre facilement que cet extremum est un minimum. L’ existence d’un pic dans 

r 

la polarisabilite impose coo > — condition satisfaite dans le cadre des hypotheses 

v2 

/ r \ 

envisagees ici. En negligeant les termes d’ordre 2 en — I devant 1, ce pic se produit en 

V w o/ 

(O 0)2 

co ; „ = wo et la polarisabilite vaut alors |a(to m )| = ao — . Par ailleurs, |a(o))| ~ otQ— y 



w 



2 ’ 



On en deduit les courbes representatives du module de la polarisabilite et du dephasage 
entre le champ electrique et le moment dipolaire en fonction de o>, reportees sur les figure 
ci-dessous. La polarisabilite est importante si la frequence du champ electrique se trouve 
dans la bande passante ; le moment dipolaire est alors proche de la quadrature avec le 
champ electrique. 



a(cfl) 





b. En revenant aux grandeurs physiques reelles, E = Aocosco/ et p = |a(&))| 
cos(co/ + <p)2?o> ou cp = Arg-a(co). La puissance instantanee fournie par le champ elec- 
trique a l’atome est proportionnelle au carre de l’amplitude du champ electrique et sa 
frequence deux fois plus grande : 



P{t) = F ■ V = qE • T* = E ■ p = —co |a(<o)| sin(W + <p)cosco/Z?o 

1 r T \ r T 

Sa valeur moyenne est (P(t)) T = — / P{t)At = — co ja(co)| E \ — / sin(co/+cp) cos u>fdf 

T Jo T J o 
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L’integrale se calcule aisement en developpant le sinus : 



— / sin(u>/+cp) cos oi/d/ = 

T Jo 



If. , . 1 

cos cp — / sin o)/ cos oi/d/ + sin cp — 

T Jo T 



2 oi/d/ 



cos 



= — sin ip 

2 



En tenant compte du fait que a = a,. — za,-, on a a, = — |a| sin <p et ( P(t)) T = — o)a ! £ , Q 

c. On fait apparaitre l’ecart a la pulsation propre A = oi — oiq dans l’expression de la 
polarisabilite : 



ao^o 



<*0«o 



w 



— oi 2 + zLu> — oiqA( 2 + A/oio) + zFoio(l + A/oio) 



En negligeant les termes en A/oio devant 1 
, , . aooio 

au denominateur, on a a ~ — , et 

— 2A + zr 

les parties reelle et imaginaire de la polarisabi- 
lite s’expriment alors simplement en fonction 

, T -1 a f K\ — 2a 0 o) 0 A 

de ao, aio, 1 et A : a r (Aj ~ ^ et 

a 0 oi 0 r 



a; (A) 



4A 2 + r 2 
; a r (A) est impaire en A et 



4A 2 + r 2 

a,(A) a un profil lorentzien. La figure ci-contre 
montre des courbes typiques de revolution de 
a r (A) (trait colore) et oq(A) (trait noir) en fonc- 
tion de l’ecart A a la pulsation propre. 

La puissance moyenne fournie par le champ a l’atome s’ecrit : 
{P{t)) T 




-oi 0 a ; £o 



P °4A 2 

r 2 



ou Po = 



+ 1 



aoMpL ; 2 

2f 



Elle a un profil lorentzien de largeur T en A, comme a 

Lorsque l’ecart a la pulsation propre est nul, c’est-a-dire que la pulsation du champ 
electrique est egale a la pulsation propre de l’atome, la puissance absorbee par 1 ‘oscillateur 
que constitue ce dernier est maximale ; rappelons que c’est ainsi que se definit la resonance 
de maniere generale. 

r 

On remarquera que lorsque A = ±— , la puissance absorbee par l’atome vaut la moitie de 

sa valeur a la resonance, ce qui permet de definir la bande passante en puissance Aoi p = T, 

et le facteur de qualite Q = — = — , qui est par hypothese tres grand devant 1. 

A (Op 1 
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Qj On notera algebriquement les vitesses, c’est a dire que V\, V2, V[, peuvent etre 
positives ou negatives. 



1 . La conservation de la quantite de mouvement de l’ensemble des deux particules dans 
le referentiel du laboratoire au cours du choc s’ecrit, en projection sur l’axe portant tous 
les vecteurs vitesse : 

m\ V\ + m2 V2 = m\ V[ + m2 V2 

Pour pouvoir calculer les vitesses apres le choc en fonction de leurs valeurs avant le choc , 
il est necessaire d’avoir une relation supplementaire concernant la nature du choc. De 
maniere generate, cette information est donnee par ce qu’on appelle le coefficient de 
restitution, egal au rapport des vitesse relatives avant et apres le choc (il est parfois defini 
par le rapport de leurs carres et mesure le rapport des energies cinetiques du systeme avant 
et apres le choc) : —e(V\ — V2) = {V[ — V^). Le signe - assure e > 0 , puisque les vitesses 
relatives apres le choc et avant le choc sont toujours opposees. Le systeme d’equations 
decrivant le choc s’ecrit : 

f m\ V\ + m2 V2 = m\ V[ + m2 Vj 
l —e(V\ - V 2 ) = (v;~ V') 

En multipliant la seconde equation par m2, et en l’additionnant a la premiere, on obtient : 

V{ = {m\V\ + m 2 V2 - em 2 (V\ - V 2 )) 

m\ + m2 

En multipliant de meme la seconde par m\, et en la soustrayant a la premiere, on a : 

V2 = ( m\V\ + OT2F2 — em i (Y2 ~ Li)) 

m\ + m2 



2 . Le calcul de la variation d’energie cinetique conduit a : 

A £c = \ — f 2 {V 2 - Vi) 2 (e 2 - 1 ). 
2 mi ~r m 2 

Il y apparait la masse reduite du systeme |x = 



m\m2 
m\ + m2 



et la vitesse relative des particules 



V r = (V2 — V\). Done A E z = -p.F^(e 2 — 1 ), resultat que l’on retrouve avec un calcul 
dans le referentiel barycentrique. 

A£c = 1 m 1OT2 (y 2 - V 1 ) 2 (e 2 - 1 ) 

2 m\ + m 2 



3 . Pour un choc elastique, le coefficient de restitution vaut 1 (la normes des vitesses 
relative est invariante par le choc) et AEq = 0 . 

Pour un choc mou, le coefficient de restitution est nul (puisque V[ = V [ ), done AEq est 



• -L 2 

negative et egale a — ^ p V r 
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Pour un choc ni parfaitement elastique ni parfaitement mou, Ai?c est negative, compris 

1 2 

entre sa valeur minimale — -|xF,r et 0. C’est le choc mou qui dissipe le plus d’energie 
cinetique. 

4. Une reaction exothermique entre particules correspondrait a Ai?c > 0, done e > 1 



|£J 1. Le systeme etudie etant {P(M„), C(»?)}, ou P (M„) designe l’objet apres n 
collisions et C(m) la cible avec laquelle il va entrer en collision. La quantite de mouvement 
de ce systeme se conserve au cours du ( n + l)ieme choc. Ceci est vrai pour tout choc, 
c’est a dire quel que soit n. 

Choc 1 : M 0 Vo + "0 = (M 0 + m) K = M 1 V x 

Choc 2 : Mr V x + 0* = {M x + m) V 2 = M 2 V 2 

2 . Les deux chocs etant unidimensionnels, il vient : 

M 0 



Li = 



V 0 et V 2 = 



Mo m 

Mo + 2m 



Li 



^Mq + m / 

Pour le n-ieme choc, M n _\ V n _\ = M n V„, ou M„ = Mq + nm. On a done : 

'Mo + (n — l)m ' 



V n = 



Mq + nm 



V n -i 



En remarquant que le denominateur de l’expression donnant est le meme que celui 
du numerateur de l’expression donnant V„, et en multipliant membre a membre les n 
premieres egalites, il vient : 

M 0 



3. En posant a = 



Mq 



V n = , 

Mq + nm 
, on peut ecrire : 

1 

V„ = 



1 + na 



Vo- 



Vo 



On constate que V n diminue d’autant plus vite avec n que le rapport a des masses est 

Vo 1 

eleve. V n = — =>• n = — (si Mq est multiple de M n = 2Mo) soit M n = 2Mq. Ce 
2 a 

processus est additif : n = — chocs mous avec des objets immobiles et identiques de 

a 

masse m = olMq ont le meme effet qu’un seul choc avec un objet immobile de masse Mq. 
4. L’energie cinetique de P(M„) apres le w-ieme choc vaut : 



Edn) = \M n V 2 n = - 



Mi 



2 (Mq + nm) 



Fn 
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1 y ...... . 

En notant Eq{0) = -MqVq l’energie cinetique initiale de l’objet P, on a : 



E c (n) = 



1 

1 + na 



E c (0). 



La loi de decroissance est la meme que pour la vitesse. 

II importe de remarquer que tous les chocs sont mous, et les objet avec lesquels P entre 
en collision sont immobiles. La diminution d’energie cinetique donnee par l’equation 
ci-dessus montre que l’energie mecanique ne se conserve pas au cours de ces chocs. 
Pratiquement, cette diminution d’energie mecanique se manifeste par un echauffement 
de P. Un modele plus fin du phenomene d’agregation necessite un traitement statistique, 
dans lequel on tiendrait compte dune distribution des vitesses des objets avec lesquels P 
entre en contact et dune distribution de leurs masses. 



££J l.a. On designe par N le projectile et C la cible. Le centre de masse de l’ensemble 
est tel que : 

— : > mO N + kmOC ON + kOC 

OCjt = 



y est nulle, on obtient Vq = 



+ km k + 1 

On derive cette relation dans le _referentiel du laboratoire. Comme la vitesse de la cible 

V 0 . — 

— — , en designant par Vo la vitesse du projectile dans le 
referentiel du laboratoire. La loi de composition des vitesses s’ecrit : Fn = «n + Lb pour 
le projectile et Vq = uq + Vq pour la cible ; cela permet d’obtenir les vitesses dans R/, a 
avant le choc en fonction de Vq et k : 

1 



«N — 



Vo et « c = — - 



Vo 



+ 1 u w k + 1 

On verifie que mn + kuc = 0 , ce qui traduit le fait que la quantite de mouvement de 
l’ensemble est nulle dans le referentiel (consequence immediate de la definition du 
referentiel barycentrique). Vq reste constant, car le systeme {N, C} peut etre considere 
comme isole. 

b. La nullite de la quantite de mouvement dans R b a apres le choc s’ecrit : 
m~u + km~u' c = 0 , soit 



u N = —k. u | 



c. Le choc etant elastique, l’energie cinetique du systeme {N, C} se conserve au cours du 
choc (on verifie facilement que c’est vrai dans les deux referentiels). On peut done ecrire, 
dans i?ba : 



mu^ + —kmuQ = — mu ^ + —kmur 



2 " 2 ^ 2 2 
La nullite de la quantite de mouvement dans i?ba permet d’exprimer uq en fonction de 
«N, puis Uq en fonction de u^, si bien que l’on a : 



m n 



+ = 



U N 



+ -5L 
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d’ou on tire l’egalite des normes des vecteurs vitesses du projectile avant et apres le choc 
dansi?b a : ||«n|| = || «nII- L es vitesses de la cible etant egales a celles du projectile divise 
par k, on a evidemment aussi ||«^|| = ||1 ?q||. 

2. a. L’energie cinetique du projectile apres le choc, dans i?i a b vaut : 

E' c (N/i?iab) = -mV' N = -m ("aj, + V G ) 2 = -m (u^ + Vq + 2w^.F G cos a^ 

b 

ou a design e l’angle entre les vecteurs u ^ et Vq. Comme || «n || = || u ^|l = 



+ 1 



Vo 



et Vq = Vq, on peut ecrire E' c (N//?i a b) en fonction de Eq = -mV^, de k et de a : 

k + 1 2 



E'c (N/^iab) = Eo- 



+ 1 + 2k cos a 

ik + l ) 2 



II est facile de voir que E' c (N /i?i a b) est toujours inferieur a Eq (quel que soit k > 0). 




b. Les vecteurs vitesse des projectiles pour 
un faisceau monocinetique sont tous egaux a 
II importe de realiser que la direction 
dans laquelle particule et cible vont partir 
apres le choc dans i?ba n ’est pas determinee ; 
cela revient a dire qu’il y a une infinite de 
manieres d’assurer a la fois la conservation 
de la quantite de mouvement et de l’energie 
cinetique du systeme {N, C} en faisant varier 
Tangle a. 

La figure ci-contre montre le reperage conve- 
nable du vecteur u^' : lorsqu’il balaie toutes 
les directions de l’espace, son extremite se 
deplace sur une sphere de rayon k, avec a qui varie de 0 a tt, et <J) qui varie de 0 a 2tt. Le 
probleme etant invariant dans toute rotation autour de c|>, on appelle P( a) la probabilite 
(par unite dangle solide) pour que la direction du vecteur u^' fasse un angle a avec 
l’axe Oz, c’est-a-dire soit comprise dans la corolle representee sur le schema, dont Tangle 
solide elementaire vaut dll = 2tt sin ada. (II est facile de retrouver un angle solide en se 
rappelant qu’il est egal a la surface definie sur la sphere, qui vaut ici le produit du perimetre 
2TT^sin a de la corolle par Ma, divisee par le carre de son rayon, k 2 ). 

La moyenne angulaire d’une grandeur scalaire A{ a) dependant de a et distribuee selon 

/•TT 

P(a ) dans toutes les directions de l’espace s’ecrit : (A) = / P(a)y4(a)2TT sin ada 

Jo 

r 

P( a) obeit a la condition de normalisation / P(a)2Tt sin ada = 1 . 
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Si la repartition est isotrope dans R/, a , P( a) est une constante et l’integration de la 

r i 

condition de normalisation conduit a : / P( a)2Tt sin ada = 1, done P( a) = — . 

Jo _ _ 4 tt 

Ainsi, la valeur moyenne de l’energie cinetique du projectile apres le choc s’ecrit : 



(£ c (N//?| ab )) = - / £ c (N / i?iab) sin ada 
2 JO 

On a done 

, , , . , 1 /' 1T f^ 2 + 1 + 2^cos a) 

(£ c (N/i?i ab ) ) = 2 J 0 E °~ (ITlj 2 Sin “ da 



(k + 1 ) 

On peut definir le facteur d’efficacite du 

, . k 2 + 1 

ralentissement par ti = in est 

{k + if ' 

toujours inferieur a 1 et le ralentissement 
est d’autant plus efficace que T| est faible. 

La figure ci-contre montre revolution de T| 
avec k. II tend vers 1 lorsque k tend vers 0, 
ce qui correspondrait a la collision avec une 
cible de masse nulle. L’etude des variations 
de T) avec k montre que T| a un minimum 
pour k = 1 ; cela correspond au moderateur le plus efficace, puisque lenergie cinetique 
du projectile est divisee par 2 a chaque choc, et qu’il est impossible de faire mieux. 




= E ° \ f 

2(k + if [Jo 



(k 2 + 1) sin ada + / k sin 2ada 

Jo 



3. II est utile de construire les vecteurs 
vitesse dans le referentiel du laboratoire i?i ab 
, pour le projectile avant le choc, puis le pro- 
jectile et de la cible apres le choc en utilisant 
la loi de composition des vitesses : 

Ln = «n + PqPk 

= Z+ VgH = Z+ Vg 

Le diagramme de collision est represente 
sur la figure ci-contre. Lorsque a varie de 0 
a 2ir, l’extremite du vecteur "z? ^ parcourt le 
petit cercle, de rayon k. Le diagramme de 
collision montre clairement que, si la cible est plus legere que le projectile, l’angle de 
deviation D entre la direction du faisceau incident et celle du projectile apres le choc (celle 
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de Fjj), (mesure dans le referentiel du laboratoire) est borne superieurement. Cette borne 
est obtenue quand l’extremite du vecteur ~u ^ atteint le point H (ou son symetrique par 
rapport a la direction du faisceau incident dans le plan du dessin). En clair, les projectiles 
devies ont leurs directions contenues dans un cone d’angle au sommet D. Une relation de 

trigonometrie elementaire dans le triangle rectangle en H conduit a sin(D max ) = I — ^41, 

II » ell 

c’est a dire sin(D max ) = k 



4 . Un examen du diagramme de collision repre- 
sente sur la figure ci-contre permet de se rendre 
compte qu’il n’existe pas d’angle de deviation 
limite lorsque k > 1 : quand a varie de 0 a 2 tt, 
D varie aussi de 0 a 2"a. 

Apres n chocs, l’energie cinetique du neutron 
vaut : Eq = T|”i?o- Dans le cas dune therma- 
lisation pour des reactions de fission sur l’ura- 
nium 235, un neutron est efficace pour une fis- 
sion lorsque son energie cinetique Eq est telle 




0,05 

2 • 10 6 



= 2,5 • 10 8 . Le nombre 



de 



in 

chocs necessaires est n = — 

tnr| 

pour different moderateurs. 




. Le tableau 




ci-dessous donne les valeurs de n et T| 



’H 


k = 1 


"n = o,5 


25 chocs 


2 H (deuterium) 


k = 2 


t] ~ 0,55 


29 chocs 


12 C 


k = \2 


t] w 0,857 


113 chocs 


16 o 


k=\6 


Tj w 0,889 


149 choc 



Theoriquement, 1 H est le noyau le plus efficace pour ralentir les neutrons ; cependant, sa 
section efficace de capture des neutrons est elevee, ce qui conduit a utiliser de l’uranium 
enrichi (c’est le cas dans les filieres de type PWR « pressurized water reactor » et BWR 
« boiling water reactor », ou l’eau legere joue a la fois le role de moderateur et de fluide 
caloporteur). Le deuterium est un moderateur performant, puisqu’il est pratiquement 
aussi efficace que 1 H et a une section efficace de capture des neutrons faible, mais l’eau 
lourde coute tres cher. Enfin on remarque que le graphite est nettement moins performant 
comme moderateur (dans les filieres graphite gaz, le moderateur est le graphite et le 
dioxyde de carbone est le fluide caloporteur). 



1. La condition de roulement sans glissement se traduit par une relation entre la 
vitesse V de translation des roues par rapport au referentiel terrestre et leur vitesse de 
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rotation co. Lorsqu’une roue tourne d’un angle a, son centre (dans le cas present G) doit 
se deplacer dune distance d = a R (a en radians). On verifie que le signe est correct : si 
le vehicule se deplace vers la droite (V > 0), les roues tournent dans le sens des aiguilles 
d’une montre (co > 0). La derivation de cette egalite conduit a la relation qui exprime la 
condition de roulement sans glissement : 

V = Rbi. 



La methode la plus generale pour exprimer une relation de roulement sans glissement 
consiste a ecrire que la vitesse du point geometrique de contact I y de la roue j avec la route 
est nulle ; la composition des vitesses s’ecrit : 

%{R,) = Voj(R t ) + VARw) = V + fOj a 7?, 

ou on designe par Oy le centre de la roue/,/ E {1,2}. Celaconduita Vu^+Ru^Acau^ = 0, 
ce qui redonne evidemment V = Ru>. 

L’ energie cinetique du systeme {Moto + Conducteur} , (note S) est donnee par le theoreme 
de Koenig : 

EdS/Rt) = \MVl(R t ) + £c(^ba) 



ou l’energie cinetique dans le referentiel barycentrique lie a S (son origine est en G) est 
celle de rotation des roues sur elles-memes, Ec(Rba) =2 ( -/co 2 ) , et ou on designe par 



J le moment d’inertie d’une roue par rapport a son axe de rotation. Pour un anneau de 
rayon R, de masse m, on a/ = mR 2 , si bien que 2?cC^ba) = mR 2 co 2 = mV 2 compte tenu 
de la condition de roulement sans glissement. II vient en definitive : 



EdS/R,) 



—M + m 

2 



V 2 . 



La quantite de mouvement de la moto est la meme que celle d’un point materiel dote de 
sa masse totale, en mouvement a la vitesse Vq ( R t ) : 

~p(S/R,) = MV 



Le moment cinetique en G de la moto est le meme dans R t et dans R^. Dans le referentiel 
barycentrique, les seules parties en mouvement sont les roues. Le theoreme de Koenig 
pour le moment cinetique s’ecrit pour une roue Oy : 

"d 2 G (roue/ i?ba) = ^o/toue/XJ + GOy A m ~v{Oj/R h2 ) 

par rapport a la formulation originelle de ce theoreme, on doit prendre garde au fait que 
c’est Oy le centre d’inertie de la roue j ; on designe done par le referentiel barycentrique 

attache a une roue (il ne differe de i?ba que par son origine). Cette relation exprime que 
le moment cinetique en G de la roue est la somme de deux contributions : la premiere est 
due a la rotation de la roue sur elle meme, la seconde au mouvement de rotation du centre 
d’inertie de la roue autour de G. Le second terme de l’egalite est nul, puisque la roue est 
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fixe par rapport a G (approximation de la moto rigide). Compte tenu de la condition de 
roulement sans glissement : 

7?g(S) = = 2mRVuy 

2. II est commode d’ecrire le theoreme de l’energie cinetique sous la forme 

dE c (S/R t ) 



d / 



= p( r), 



ou P( r ) = r • ~w designe la puissance du couple moteur applique a la roue arriere. II 

/ 1 \ dV V , 

vient : 2V \ —M+ m = T — , d’ou on tire l’acceleration du centre d’inertie de la 

\2 ) dt R' 

r 

moto : a = — . 

(M + 2m) R 

3. On adopte des notations algebriques pour T\, T 2 , N\ et N 2 , bien que ces deux dernieres 
soient a priori positives. 

a. Theoreme du moment cinetique pour une roue : 

d"(T 0 (roue) 



dt 






avec "(To, (roue) = mRVu y . 

Le systeme {Roue avant} subit son poids et la resultante des actions de contact sur l’axe, 
de moments nuls en O 2 , ainsi que T 2 et . II vient done : 

.dr. 

dt 

de sorte que T 2 = — ma 

Le systeme {Roue arriere} subit son poids de moment nul en Oi, la resultante des actions 
de contact sur l’axe, de couple T , ainsi que T\ et N \ . Le theoreme du moment cinetique 
conduit done a : 



mR—u y = 0 2 I 2 I\T 2 u x = -RT 2 u y 



mR- 



,dF. 

— 1 

d^ 



= 0\I\l\T\ir x + F iTy = —RT\u y + Yi 



d’ou on tire la relation 



7i = — ma + — 

R 

b. La relation fondamentale de la dynamique appliquee a S s ecrit : 

T\ + N\ + T 2 + N 2 + 2VT~g = M~a 

L’acceleration etant dirigee selon u* x , la projection de cette relation donne : 

N\ + N 2 = Mg et T\ + T 2 = Ma 

La projection de la relation fondamentale de la dynamique sur l’axe Ox et les relations 
du a. permettent de retrouver l’expression de l’acceleration donnee par le theoreme de 
l’energie cinetique. 
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Les reactions tangentielles s’expriment alors facilement en fonction du couple moteur T, 

du rayon des roues, de m et de M. 

m r M + m Y 

T 2 = , - s - et T\ = 



(M + 2m) R 
On notera que T 2 est negatif et T\ positif. 

c. Theoreme du moment cinetique pour S : 

d^ G (S) 



(M + 2m) R 



d t 



^M g ( j F) = GIi a(Ti +M) + GI 2 A(T 2 +n 2 ) 



2mRaiTy = (—DiT x — hu z ) A (7\zZ^ + N\iT^) + (DiT x — hiT z ) A (7^% + N 2 iT z ) 
2mRa = D(N X - N 2 ) - h{T x + T 2 ) 

Ce resultat permet de calculer les composantes normales des actions de contact, compte 
tenu des egalites issues de la relation fondamentale de la dynamique : 

N\ + N 2 = Mg et 7 '] + T 2 = Ma. 

On a : 

Mg i (7kK) + 2mR) 

(2 mR + = D(7Vi - 7V 2 ) 



Mg — TVj + 7V 2 



TYl — + 

2 2RD{M + 2m) 



^ Mg (MA + 2 mR) 
Nl ~ ~2~ 2RD(M+ 2m) 



La difference entre N\ et N 2 est directement proportionnelle au couple moteur T et a 

c i r r ^’i \ C Mh + 2mR ) . 

un racteur de iorme (inverse d une longueur) a = — - qui ne depend que 

2RD(M + 2m) 

de la geometrie de la moto et des masses. N 2 ne pouvant pas devenir negatif, le cas ou 
N 2 = 0 correspond a la limite ou la roue avant decolle. Cette situation s’observe lorsqu’on 

Mg 

demarre « brutalement » a savoir si le couple moteur est tel que Y ^ — — , la condition de 

2a 

non glissement restant evidemment realisee. 

4. a. La roue arriere ne patinera pas tant que la condition de glissement n’est pas realisee, 
c’est-a-dire, d’apres les lois de Coulomb : 

imu </oiiMii 

soit : 



M + 



(M + 2m) R 



: /o 



Mg 



+ Ta 



ce qu on peut reecrire : 



En posant^ = 



(M + 2 m)R 
2(M + m)D 



M + m —fo~ 



2mR + AM 



2D 

, deux cas se presentent : 



<f Mg 

2 



(MA + 2mR) 

- Si Jo > fs, la condition de non glissement est toujours verifiee, puisque le terme de 
gauche est negatif. Toutes choses egales par ailleurs, cette condition est d’autant plus 
aisement satisfaite que le frottement entre le sol et les pneus est important. 
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- Siy6 </s,la condition de non glissement conduit a : 

2 (M + m)D -f a (. Mh + 2mR ) T r Mg 
2{M + 2 m)D R < ' Q ~2 

Done, si le coefficient de frottement est inferieur au seuil, le couple moteur doit etre 
borne superieurement pour qu’il n’y ait pas de patinage : 

_ Mg 2RDf 0 {M + 2m) 

< 2 D{M + m ) -fa (2 mR + Mh) 

b. II est ainsi bien connu que lorsque fa est tres faible, par exemple sur une route verglacee, 
il faut eviter de conduire en premiere, car e’est en premiere que le couple T est le plus 
eleve, done le risque de patinage maximal. 



1. La relation fondamentale de 
la dynamique appliquee a la bille 
s’ecrit, dans le referentiel galileen R g , 
nTg + T + N = moQ ou oq designe 
l’acceleration du centre d’inertie de la bille ; 
sa projection sur les axes parallele et perpen- 
diculaire a la ligne de plus grande pente du 
plan incline conduit aux deux relations : 



N = 



mg cos < 



et 



d 2 xc . = 

m = wrsina + T 
at 2 - 




ou T est algebrique. Le theoreme du moment cinetique en G s’ecrit : 

dire 



d / 



]T M g (LJ = Mq{ T) = GI A T 



En l’absence de pivotement, le mouvement de la bille dans le referentiel barycen- 

trique est une rotation autour d’un axe passant par G et parallele a Oz, de sorte que 
2 2 _ 

cr g = /a g w = -mr Le theoreme du moment cinetique conduit done a une 
troisieme relation : 

2 dco — 

— mr — = T 
5 dt 

2. a. La condition de roulement sans glissement impose a la vitesse du point de contact I 
de la bille avec le plan incline d’etre nulle. Compte tenu de la composition des vitesses : 



Vi(R x ) = VcfRf) + FiCR ba ) = Lg + IG A To 
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dxQ . , . , q#q 

soit = — rw. On verifie que le signe est correct : si la bille descend la pente 

at dt 

est positif et elle doit alors tourner sur elle-meme dans le sens negatif (celui des aiguilles 

dune montre sur le schema) ce qui se traduit par w < 0 . 

b. Compte tenu de la condition de roulement sans glissement, le theoreme du moment 
cinetique permet decrire : 

7 r 2 d 2 x G 

5 d t 2 

En reportant cette expression de T dans la relation fondamentale de la dynamique, on 



obtient ; 



d 2 xc 

W 



2 d 2 x G 
r sin a m — _ 

5 d t 2 



, ce qui donne 



d 2 xc 



= —<r sin a 

7* 



Dans ces conditions, le mouvement du centre d’inertie de la bille est rectiligne uniforme- 
ment varie, d’acceleration inferieure a celle qu’aurait un point materiel sur le meme plan 
incline ; on notera qu’il ne depend ni de la masse ni du rayon de la bille. 

c. On en deduit la valeur de la composante tangentielle de la reaction du support : 

r 2 ■ 

1 = — — mg sin a ; 

on a par ailleurs trouve que N = mg cos a. Les lois de Coulomb du frottement imposent 

117*11 

que < f pour qu’il n’y ait pas glissement, ce qui conduit a 



N 



- tan a < f. 

7 J 



En clair, le roulement sans glissement n’est possible que si Tangle a est inferieur a la valeur 
limite , 

a/ = arctan I —f 



d. Si la vitesse de G et sa position sont nulles a t = 0, l’equation horaire de son mouvement 
est : 

J ■ 2 

xc, = — ? sin a.t 
14 s 

L’energie cinetique de la bille est donnee par le theoreme de Koenig 

E c (R g ) = l -MVl + E C {R W ), 

ou £c(7?ba) = 

decrire : y 

E C (R) = —mVl. 

ui / 1Q G 

7 2 

La difference d’energie cinetique entre t = 0 et t vaut Ai?c = — mV G . 



1 9 dxG 

-/a g w • Dans le cas du roulement sans glissement, — — = — ru> permet 

2 d^ 
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